제 5 장

프랙탈과 동역학적 현상

(Fractal and Dynamical Phenomena)

      이 장에서는 프랙탈(쪽거리) 구조를 갖는 물질에서의 동역학적 현상을 논의한다. 논의될 동역학적 현상으로는 멋대로 걷기, 기본 여기 (기본 들뜸), 무작위 저항회로망, 자기 회피 걷기 등이 있다. 먼저 프랙탈(쪽거리) 구조에서 이러한 현상들 사이에 존재하는 관계에 관해 먼저 논의하고, 또 이들의 특성을 결정하는 동역학적 프랙탈 차원들을 정의한다. 결정적 (정형적) 프랙탈(쪽거리)서의 이들 현상의 물리학적 특성을 해석적으로 논의한 다음 또 통계적 프랙탈(쪽거리)인 스미기 프랙탈(쪽거리)에서의 동역학적 현상들의 특성도 논의한다. 
      5.1 선형 여기(linear excitations)

      고체물리학에서 기본 여기(기본 들떰;elementary excitations)라 함은 격자 진동(살창 떨기:lattice vibration)을 양자화한 포논(phonon;음양자, 소리알)과 띠이론(band theory)이 적용되는 전자(또는 전하 운반체)들을 의미한다. 이 두 여기의 특성은 멋대로 걷기의 특성과 밀접한 관계가 있다. 1 차원 고리형(one-dimensional chain) 격자 구조에서 먼저 이 관계를 유도한 다음, 일반적인 구조에서도 이 관계에 관해 논의해 보자. 

      1 차원 격자의 각 격자 점에 질량이 
[image: image740.png]


인 입자가 있고, 이웃하는 입자들과 용수철 상수가 
[image: image2.wmf]k

인 용수철로 연결 되어 있는 구조를 상상해 보자. 이러한 구조에 격자 진동이 존재할 때 주어진 격자 점 
[image: image3.wmf],
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의 변위를 
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라 하면, 격자 진동은
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 EMBED Equation.3  [image: image7.wmf](
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와 같은 Newton 방정식을 만족한다. (5.1) 식이 
[image: image8.wmf])
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와 같은 표준 진동(normal mode)의 해를 갖는다면 
[image: image9.wmf])
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와 같은 선형 연립 방정식을 만족한다. (5.2) 식의 의미있는(nontrivial) 해가 바로 격자 진동의 표준 진동이 되고, 그 때의 고유치(eigenvalue) 
[image: image12.wmf]2
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들이 가능한 격자 진동의 진동수들이 된다. 그런데 1 차원에서의 멋대로 걷기의 master 방정식 (3.25)를 
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식과 같이 된다.  (5.3) 식도 
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와 같은 해를 갖는다고 가정해 보면,  이 때의 
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들도 (5.2) 식과 동일한 연립방정식의 고유치 문제로 환원됨을 알 수 있다. 즉 격자 진동과 1 차원의 멋대로 걷기는 동일한 행렬(matrix)의 고유치 문제로 연결되어 있음을 알 수 있다. 또 1 차원 격자에서 한 개의 띠(band)로 설명 가능한 전자의 밀접 결합(tight-binding) 하밀토니언
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의 고유치 문제를 생각해 보자. 여기서 
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들은 격자 점 
[image: image19.wmf]n

에 국소화 된 전자의 Wannier 상태를 나타낸다. 지금 하밀토니언 (5.4)의 고유 벡터 
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들을 만족하는 데 (5.5) 식을
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과 같이 고쳐 쓰면, 
[image: image27.wmf])
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들과 고유 에너지 
[image: image28.wmf]e

을 구하는 문제 역시 (5.2) 식의 연립방정식의 고유치 문제와 일치함을 알 수 있다. 즉 1 차원의 밀접 결합 띠 이론도, 격자 진동 및 멋대로 걷기에서의 행렬의 고유치 문제로 연결됨을 알 수 있다. 

      이제 이상의 세 현상을 일반적인 구조 위에서 생각해 보자. 논의의 목적은 세 현상의 특성을 좌우하는 행렬의 고유치 문제가 1 차원 격자 구조에서와 마찬가지로 일반적인 구조에서도 일치하는 지에 있다. 여기서 일반적인 구조라 함은 그 구조를 구성하는 각 점과 최소 이웃 점들을 연결하는 결합선의 수의 합, 즉 배위수(coordination number)가 각 점 마다 다른 구조도 포함한다는 의미이다. 배위수가 각 점마다 다른 경우를 결정적 프랙탈에서 찾아 보면 그림 1.4의 장기판 프랙탈 등이 이 경우에 속한다. 장기판 프랙탈의 경우 배위수 
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가 
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인 점과 
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인 점이 동등 하게 혼합되어 있는 것을 알 수 있다. 이에 비해 그림 1.5의 Sierpinski Gasket의 경우 
[image: image32.wmf]4
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인 점만 존재하여 배위수가 균일한 것을 알 수 있다. 또 스미기 프랙탈과 같이 각 격자 구조에서 격자점이나 결합선을 희석 시킨 격자 구조 등도 배위수가 각 점마다 다른 경우가 된다. 이러한 일반적 구조에서 먼저 1 차원의 격자 진동과 비슷한 진동을 생각해 보자. 주어진 구조가 
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차원 공간에 놓여 있다면 그 진동은 일반적으로 
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와 같은 운동방정식을 만족할 것이다. 여기서 
[image: image35.wmf])
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는 점 
[image: image36.wmf]i

에 있는 입자의 운동 변위 
[image: image37.wmf]a

번째 성분을 의미한다. 물론 입자의 운동 변위는 
[image: image38.wmf]d

개의 성분을 가질 것이다. (5.7) 식으로 대표되는 운동은 진동의 진행 방향과 각 입자의 운동 변위의 방향이 일치하느냐, 그렇지 않느냐에 따라 복잡한 양상을 띠게 된다. 이 복잡한 양상은 무질서가 없는 격자 구조에서의 격자 진동이 종 포논(longitudinal phonon) 또는 횡 포논(transverse phonon) 등으로 구분되고, 각 진동이 서로 다른 분산 관계식(dispersion relation)을 만족한다는 사실을 상기해 보면 상상할 수 있을 것이다. 여기서는 이러한 복잡한 양상을 없애고 모든 입자가 동일한 방향으로만 운동한다고 가정하여, 모든 입자의 변위를 
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,

(

)

,

(

t

i

u

t

i

x

=

a

와 같이 취급하는 의사 진동(pseudo vibration)에 관해서만 논의해보자. 의사진동의 진동 방정식은 1 차원의 진동 방정식 (5.1)과 비슷한 
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로 쓸 수 있다. (5.8) 식에서의 합의 기호에서 
[image: image41.wmf]j

는 
[image: image42.wmf]i

 번째 입자의 최근접 이웃 점들을 나타내고 
[image: image43.wmf]i

z

는 구조에서 점 
[image: image44.wmf]i

의 배위수를 나타낸다. 여기서도 진동을 표준 진동으로 가정하여 
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라 가정하면 
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와 같은 고유치 문제로 진동이 귀착된다. 또 이러한 일반적 구조에서 멋대로 걷기 문제를 생각해 보자. 각 점과 그 최근접 이웃 점을 연결하는 결합선의 수(즉 배위수)가 각 점마다 다르므로, 멋대로 걷기의 각 걸음에서, 각 결합선을 따라 걸을 확률을 정하는 방법이 다양할 수가 있다. 따라서 배위수가 다양한 점들로 구성된 구조(또는 무질서가 있는 구조)에서의 멋대로 걷기 문제를 흔히 미로속의 개미(ant in labyrynth)[GEN76, STA85, MIR83, DKI86, HUB91] 문제로 부르고 있다. 이러한 확률을 정하는 방법에 따라 나타나는 멋대로 걷기를 장님 개미(blind ant), 근시 개미(myopic ant)[MIR83] 및 덫속 개미(trapped ant)[DKI86] 등의 운동으로 부르고 있다. 장님 개미의 운동을 먼저 정의해 보자. 주어진 구조의 각 점의 배위수 중 최대 값을 
[image: image48.wmf]z

라 해보자. (만약 구조가 장기판 프랙탈이라면 
[image: image49.wmf]4
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가 될 것이다. 또 격자 구조에서의 스미기 프랙탈이라면 
[image: image50.wmf]z

는 당연히 바탕 격자 구조의 배위수가 될 것이다.) 주어진 점 
[image: image51.wmf]i

에서 결합선을 따라 한 최근접 이웃 점 
[image: image52.wmf]j

로 뛸 확률 
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로 할당한 멋대로 걷기를 장님 개미의 운동이라 부른다. 그런데 각 점마다 배위수가 다르므로 
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이 될 수가 있다. 따라서 모든 점에서 배위수가 
[image: image56.wmf]z

라 가정한 다음, 모든 결합선을 따라 걸음이 행해질 확률을 
[image: image57.wmf]z
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라고 강제적으로 할당한 다음 실제로 이어진 결합선이 선택되면 그 확률로 걷고,  끊어진 결합선이 선택되면 걸을 수 없으므로 출발점에 그대로 머무르게 하는 멋대로 걷기가 장님 개미의 운동이다.(그림 5.1 참조)  또 장님 개미와 같은 식으로 걸음 확률을 정하되, 끊어진 결합선이 선택되면 덫속에 빠진 것으로 간주하여 그 확률 만큼 멋대로 걷기하는 입자가 없어진 것으로 간주하는 운동이 바로 덫속 개미의 운동이다. 이에 비해 근시 개미는 명칭이 뜻하는 대로 자기 주위는 볼 수 있어서, 아예 끊어진 결합선을 선택하지 않는 영리함을 보여, 걸음의 확률을 
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로 두는 운동을 근시 개미의 운동이라 부른다. 장님 개미가 출발 후 
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 시간 후  점 
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에 있을 확률 
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와 같이 될 것이다. 여기서 
[image: image63.wmf]t

는 1 차원의 멋대로 걷기의 master 방정식 (5.3) 에서의 
[image: image64.wmf]t

와 같은 뜻을 갖는다. 여기서도 
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와 같은 ansatz를 택하면 (5.10) 식은 
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과 같은 고유치 문제로 환원되어 (5.8) 식의 진동 문제와 동일한 문제로 귀착됨을 보일 수 있다. 이에 비해 근시 개미의 운동은 
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와 같은 master 방정식을 만족하여 진동 문제나 장님 개미의 문제와는 일견 다른 문제로 보인다. 그러나 장님 개미와 근시 개미의 보편성은 동일하다고 알려져 있다[STA86,MIR83,SES84]. 이 두 개미의 연관 관계는 5.6 절과 5.7절에서 다시 논의하기로 하자. 덫속 개미의 운동[DKI86]은 
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와 같은 master 방정식을 만족한다. 덫속 개미는 장님 개미 및 근시 개미와는 본질적으로 다른 문제이다. 왜냐하면 덫속 개미의 각 걸음에서의 할당된 확률의 합 
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일 때 개미가 주어진 구조에 존재할 확률이 0이 되기 때문이다. 

      여기서 (5.8) 식으로 대표되는 의사 진동과 (5.10) 식으로 대표되는 멋대로 걷기의 관계에 대해서 좀 더 살펴 보기로 하자. (5.9) (또는 (5.11)) 식의 고유치와 고유 vector를 
[image: image72.wmf]k

l

{

}들과 
[image: image73.wmf])}

(

{

i

k

f

로 나타내면 (5.8) 식의 
[image: image74.wmf])

,

(

t

i

u

들은 

            
[image: image75.wmf]å

-

=

k

k

k

k

t

i

i

A

t

i

u

)

exp(

)

(

)

,

(

w

f

                             (5.14)

을 만족할 것이다. 지금 특정한 입자 
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로 된다. 또 점 
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로 쓸 수 있다. 멋대로 걷기의 확률 분포를 
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식을 만족한다. 여기서 
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로 쓸 수 있다. 그런데 
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와 같은 적분으로 대치할 수 있다. (5.19) 식에서는 구간 
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식으로 쓸 수 있다.  물론 
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인 관계에 있다.  (5.20) 식이 바로 주어진 구조에서 의사 진동과 멋대로 걷기를 물리적으로 연결하는 중요한 식이다[ALE81,HUB91]. 이상에서 볼 때 주어진 구조의 의사 진동의 물리학과 멋대로 걷기(장님 개미)는 서로 밀접한 관계가 있는 것을 알 수 있다. 

      다음으로 한 개의 띠(band)로 설명 가능한 전자의 밀접 결합(tight-binding) 하밀토니언 
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의 고유치 문제를 일반적인 구조에서 생각해 보자. 물론 
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에 국소화 된 전자의 Wannier 상태를 나타내고, 
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와 같은 고유치 문제로 귀착한다. 따라서 일반적인 구조에서의 밀접 결합 전자의 문제가 의사 진동 문제나 멋대로 걷기 문제와 동일하려면 그 구조에서의 모든 점의 배위수가 
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로 동일(즉 
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)하여야 한다.  이러한 구조로는 무질서가 없는 격자 구조 및, 결정적 프랙탈 중에서 Sierpinski Gasket(그림 1.5), Koch Curve(그림 1.6) 등등이 있다. 이에 비해 장기판 프랙탈과 같은 구조에서는 밀접 결합 전자의 문제와 의사 진동의 문제는 서로 상이한 고유치 문제로 귀착된다.   

      5.2 프랙탈에서의 동역학적 차원 (Dynamical Dimensions on 

        Fractals)

      5.1 절에서 설명한 일반적 구조에서의 멋대로 걷기, 의사 진동 및 밀접 결합 전자들의 관계를 이용하여 프랙탈에서의 동역학적 차원들을 정의하고, 이러한 동역학적 차원과 프랙탈의 기하학적 특성을 나타내는 프랙탈 차원 
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와의 관계를 논의해 보자. 

     가장 먼저 정의할 동역학적 차원은 멋대로 걷기 차원 
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와 같은 
[image: image138.wmf]t

의 멱 함수로 쓸 수 있다. (5.24) 식을 정성적으로 이해하여,  멋대로 걷기의 걸음수(질량수) 
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로 표현하기도 한다. 다음으로 정의할 동역학적 차원은 바로 프랙탈 구조에서의 의사 진동과 관계가 있는 물리량이다. 격자 진동을 양자화하여 포논이라 부르듯이, 프랙탈 구조에서의 의사 진동 및 밀접 결합 전자의 상태를양자화한 여기를 프랙톤(fracton)이라 부른다. 
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차원 격자에서 포논의 상태밀도 
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로 되는 것을 알고 있다[KIT91,WEL99]. 또 전자의 경우에도 상태밀도 
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로 되는 것을 알고 있다. 프랙랄 구조에서도 의사 진동의 프랙톤((5.14) 식 참조) 및 전자의 프랙톤((5.23) 식 참조)의 상태 밀도를 각각
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으로 둘 수 있는데 이 때의 
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를 주어진 프랙탈의 프랙톤 차원(fracton dimension) 또는 스펙트럼 차원(spectral dimension) [ALR82]이라 부른다. 무질서가 없는 격자에서는 
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[image: image159.wmf]s

f

d

d

,

와 
[image: image160.wmf]W

d
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이 성립한다. 그런데 (5.20) 식에 
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이 된다. 따라서 (5.28) 식과 (5.29) 식으로부터 
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이 성립한다[ALR82]. 즉 기하학적 프랙탈 차원 
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는 (5.30) 식과 같은 관계가 있음을 알 수 있다. (5.30) 식은 무질서가 없는 격자에서도 성립하므로 
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 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf]s
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이 성립함도 알 수 있다. 

      5.3 무작위 저항망(Random Resistior Network)

      주어진 구조의 각 결합선에 비저항(resitivity)이 일정한 저항을 대응 시킬 때 생기는 저항으로 구성된 회로를 무작위 저항망(random resistior network)이라 부른다. 무작위 저항망은 금속-절연체 혼합 물질의 비저항을 연구하는 좋은 고전적 모형이 되는 등, 여러 물리 현상에 대한 이론적 모형이 될 수 있는 것으로 알려져 있다. 그림 5.2와 같이 모서리의 길이가 
[image: image179.wmf]L

인 
[image: image180.wmf]d

 차원 초 입방체 내부에 존재하는 무작위 저항망의 마주 보는 두 표면 사이에 전위차를 줄 때 내부에 생기는 저항 
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을 생각해 보자. 무질서가 없는 격자 구조에서의 저항망이라면 
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과 같이 쓸 수 있다. 일반적인 구조에서의 저항망의 
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와 같은 식으로 표시할 수 있다. 이 때 지수 
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들을 각각 저항 지수(resistance exponent), 전도도 지수(conductivity exponent)라 부른다. 두 지수 
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인 관계가 성립한다. 저항망과 멋대로 걷기사이에는 특별한 연관 관계가 있다.  이 관계는 물질 내부의 확산 현상과 전기전도도를 연결하는 Einstein 관계식[REF65]
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로부터 유도할 수 있다. 여기서 
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은 전도 물질의 밀도(또는 전하 운반체의 밀도)이고 
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로 쓸 수 있으므로 (5.33) 식과 (5.35) 식으로부터 
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이 성립하는 것을 알 수 있다. (5.35) 식은 무작위 저항망의 특성도 구조에서의 여러 다른 동역학적 특성과 밀접한 연관 관계가 있다는 것을 알 수 있다. 

      5.4 결정적 프랙탈에서의 제 차원들

      이 절에서는 1 장에서 논의한 결정적 프랙탈에서의 동역학적 현상을 설명하는 차원들을 구하는 방법에 관해 논의해 보자. 5.2 절과 5.3 절에서 보였듯이 프랙탈의 
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사이에는 밀접한 관계들이 있으므로 이 중 두 가지만 구하면 나머지는 다 구할 수 있다.  결정적 프랙탈의 경우 그 프랙탈 차원 
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중에서 하나만 구하면 다 구할 수 있다. 

      무한 크기의 결정적 프랙탈의 구조는 주어진 축척비(1 장에서 
[image: image212.wmf]o
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로 표시했음)의 축척 대칭성을 가지고 있다. 이러한 대칭성을 동역학적 현상에도 적용하기 위해 다음과 같은 변환을 생각해 보자. (5.11) 식의 고유치 
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가 정형적 프랙탈을 축척비 1:
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인 관계가 있다고 가정해 보자. (5.37) 식은 프랙탈에서의 동역학적 현상을  1:
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로 축척하는 일종의 실공간 재규격화군 변환식이라 할 수 있다. 왜냐하면 (5.15) 식이나 (5.16) 식으로 미루어 볼 때 고유치 
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가 동역학적 현상을 좌우하는 물리량이기 때문이다. (5.37) 식의 변환은 멋대로 걷기나 의사 진동 의 물리적 특성으로 볼 때 
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인 관계가 성립한다. 여기서 
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을 의미한다. 지금 
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의 상태밀도 
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인 멱법칙을 만족한다. 그런데 축척 후의 적분 상태밀도 
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가 성립한다. 따라서 스펙트럼 차원 
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인 관계가 있다. 즉 (5.37) 식으로 표현되는 고유치 
[image: image240.wmf]l

의 축척변환식만 알면 (5.42) 식으로부터 프랙탈의 스펙트럼 차원 
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를 구할 수 있다. 또 (5.42) 식과 (5.30) 식을 비교하면 
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이 성립하는데 이 것은 (5.17) 식으로부터 이해할 수 있다. 즉 멋대로 걷기의 확률 분포는 (5.17) 식의 
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에 의해 결정된다. 그런데 길이를 1:
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로 축척하면 
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로 축척 되어야  축척대칭성이 성립한다. 그런데 멋대로 걷기의 성질상 
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가 축척변환에 대하여 불변이므로 (5.43) 식이 성립하는 것을 알 수 있다.  

      결정적 프랙탈에서 
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 등을 결정하는 이상의 방법을 정리해 보면, 결국 (5.37) 식과 같은 변환식을 어떻게 효과적으로 구하는가에 달려 있다.  이제 이 변환식을 실제로 구하는 방법[STI83, RAT82, YK85]에 관해 논의해 보자. 먼저 1 차원 격자에서 
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=2인 축척 변환에서 고유치 
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구해 보자. 1 차원 격자를 그림 5.3a)와 같이 두 개의 부분 격자로 나누어서 그림 5.3b)와 같이 
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 번째 격자 점으로 되고, 홀수 번(
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 EMBED Equation.3  [image: image257.wmf]1
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) 째의 격자 점들은 축척 후 효과적으로 소거하는 변환을 해 보자. (5.2) 식의 고유치 방정식을 각각 
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와 같이 되는데 위에서 언급한 바와 같이 홀수 번째의 격자 점의 상태 
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이 된다. 그러므로 
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으로 하는 축척 변환을 하면 (5.47) 식이 (5.44) 식과 같은 형태의 식이 되어야 하므로, 고유치 
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와 같은 변환식을 갖는다. 이 변환식과 (5.39) 식을 사용하면 
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가 나온다. 이 결과로부터 1 차원 격자에서의 
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이 성립하는 것을 알 수 있는데 이는 이미 알고 있는 결과와 일치한다. 따라서 이상의 축척 변환식이 의미 있는 것을 알 수 있다. 특히 여기서 변환식 (5.48) 식을 유도할 때, 부분 격자의 효과를 소거하는 방법을 택하였으므로 이렇게 변환식을 구하는 방법을 소거 방법(decimation method)이라 부른다. 1 차원 격자에서의 소거 방법의 적용은 뻔한 결과의 유도이므로 별로 의미가 없다. 이제 이러한 방법의 물리적 의미를 음미하기 위하여, 결정적 프랙탈 중의 하나인  Sierpinski Gasket에 이 방법을 적용해 보자. Sierpinski Gasket은 1:2 즉 
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인 축척 변환에 대하여 대칭성을 갖는다. 따라서 
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인 축척 변환을 하기 위하여 그림 5.4a)와 같은 Sierpinski Gasket의 일부분을 고려해 보자. 축척 변환을 하면 
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 등의 점 들이 그림 5.4b)와 같은 점들로 변환되어야 한다. 지금 
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 등의 점 들에 고유치 방정식 (5.9) 식을 적용하면 
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과 같은 종류의 식들과
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식 같은 종류의 식들이 생긴다. 지금 소거 방법을 적용하기 위하여 위와 같은 식에서 
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와 같은 식을 얻을 수 있다. 이 식과 (5.49) 식과 비교하면 고유치 
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와 같은 변환식을 얻을 수 있다.
[image: image309.wmf](5.53) 식과 (5.39) 식으로부터 Sierpinski Gasket의 
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이 된다. Sierpinski Gasket과 같이 배위수가 4로 균일한 점에서는 
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이 성립하지만 장기판 프랙탈과 같이 배위수가 각 점마다 다른 경우에는  
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이 된다. 따라서 장기판 프랙탈에서는 
[image: image316.wmf]s

d

를 구하기 위해서는 소거 방법을 (5.9) 식에 적용하여야 하지만, 
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를 구하기 위해서는 소거 방법을 (5.23) 식에 적용하여 
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와 같은 형태의 변환식을 구하여야 한다. 장기판 프랙탈에서도 
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와 같은 결과를 소거 방법으로 구할 수 있다.  

       이러한 소거 방법의 축척 변환을 모든 결정적 프랙탈에 적용해 동역학적 차원들을 구해낼 수 있느냐에 관해 논의해 보자. Sierpisnki Gasket이나 장기판 프랙탈은 유한 가지 치기 프랙탈이다.(1.6 절 참조) 이러한 유한 가지 치기 프랙탈에서는 소거 방법의 축척 변환의 적용이 항상 가능하다고 알려져 있다. 그러나 그림 1.11의 Sierpinski Carpet과 같이 무한 가지 치기(infinitely-ramified) 프랙탈에서는 소거 방법의 축척 변환이 불가능하다. 따라서 이러한 프랙탈에서는 3.9 절 및 4.6-7 절 등에서 소개한 근사 계산법을 택하여야만 할 것이다.

      5.5 결정적 프랙탈과 자기 회피 걷기

      3 장에서는 무질서가 없는 격자 구조에서의 자기 회피 걷기를 논의하였다. 그러나 무질서가 있는 용매(매질) 속의 중합체의 성장 모형을 염두에 두고 무질서가 있는 구조에서의 자기 회피 걷기에 대해 80-90 년대에 걸쳐서 많은 연구가 진행되었다. 이 절에서는 실공간 재규격화 군을 적용하면 해석적으로 다룰 수 있는 결정적 프랙탈에서의 자기 회피 걷기 문제에 관해 논의해 보기로 하자. 이 방법은 결정적 프랙탈의 축척 대칭성과 3.9 절의 실공간 재규격화 군론을 사용하여 자기 회피 걷기의 양끝 지수를 구하는 방법이다[RTV84,BEH84,KKA85] . 

     먼저 그림 5.5에서 주어진 가지친 Koch Curve(Branching Koch Curve)를 생각해 보자. 1 장에서의 표현을 빌리면 
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이 성립하는 프랙탈이다. 지금 가지친 Koch Curve 한 기본 단위를 그림 5.5에서와 같이 
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인 축척 변환할 때, 자기 회피 걷기의 축척 전후의 퓨가시티 
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의 변환식은 (그림 5.5 참조)
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이 된다. 이 변환식과 3.9 절에서의 소규모 cell 실공간 재규격화군의 변환식 (3.104)과 다른 점은 결정적 프랙탈의 축척 특성에 기초를 둔 정확한 변환식이라는 점이다. (5.55) 식의 부동점은 
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이 된다. 따라서 (5.55) 식과 (3.103) 식으로부터 자기 회피 걷기의 양끝 지수 
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이 된다.

      Sierpinski Gasket에서의 자기 회피 걷기에도 이 방법을 적용해 보자. 자기 회피 걷기의 체적 배제 효과 때문에 Sierpinski Gasket에서의 자기 회피 걷기 문제에 축척 변환을 적용할 때 약간의 미묘한 문제가 생긴다. Sierpinski Gasket의 기본 단위(그림 5.6)에서 
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 EMBED Equation.3  [image: image329.wmf]1

X

 방향이나 
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 방향 중 하나를 선택하여 실공간 재규격화 군을 적용하면 안 된다는 사실이다. 왜냐하면 자 기 회피 걷기의 특성 때문에 
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와 같은 걷기 들은 축척 변환에서 배제해야 하기 때문이다. 이러한 어려운 점을 우회하는 [image: image718.wmf])

(

R

N

방법은 그림 5.6에서와 같이 두 종류의 걷기(퓨가시티)를 도입하는 방법이다. 그러면 그림 5.6에서와 같이
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와 같은 변환식이 생긴다. (5.57) 식의 의미 있는 부동점은
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이 된다. (5.57) 식은 두 개의 퓨가시티 
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 에 대한 변환식이다. 이 변환식을 (5.58) 식의 부동점 근처의 일차 변환식(linear transformation)으로 대치하면 
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식으로 둘 수 있다. (5.59) 식에서의 행렬의 두 고유치는 
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식이 된다. 따라서 재규격화 군의 의미로 볼 때 고유치 
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에 해당하는 퓨가시티 
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은 비적절한 변수(irrelevant variable)가 된다. 따라서 Sierpinski Gasket의 자기 회피 걷기의 양끝 지수 
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이 된다. 

      5.6 결정적 프랙탈에서의 수치 계산 

      유한 가지 치기 프랙탈에서의 여러 동역학적 성질에 대한 정확한 계산 결과를 확인하거나 또는 무한 가지 치기 프랙탈에서의 동일한 특성을 근사 계산하기 위해서 흔히 전산기를 이용하여 수치 계산을 한다. 이러한 수치 계산 방법으로는 3.9 절 및 4.6-7 절에서 논의했듯이 엄밀 계산법(exact enumeration), 전산 시늉, 등등이 있다. 이러한 계산법을 택할 때는 전산기의 용량이 허락하는 한 최대 크기의 유한 세대의 결정적 프랙탈을 이용하여야만 한다. 정형적 프랙탈에서는 1:
[image: image356.wmf]o
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의 축척 대칭성만 성립하고 다른 축척비의 축척 대칭성은 성립하지 않는다는 의미에서 복소 프랙탈 차원(1.3 절 참조)을 도입하였다. 동역학적 특성을 수치 계산 할 때에도 1:
[image: image357.wmf]o
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의 축척 대칭성만 성립한다는 사실을 잘 이용하여야만 효과적으로 해당하는 여러 동역학적 프랙탈 차원을 구할 수 있다. 또 동역학적 특성은 상호 연관 관계가 있으므로 한 특성만 알면 다른 특성은 이 연관 관계로부터 쉽게 구할 수 있다. 

      예를 들어 정형적 프랙탈에서 멋대로 걷기의 특성을 수치 계산으로 구하는 경우를 생각해 보자[YKP93]. 
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 걸음 후 멋대로 걷기의 양끝 제곱 거리의 평방근을 
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이라 하면,  정형적 프랙탈의 특수한 축척 대칭성 때문에 (1.21) 식과 비슷한
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식이 성립할 것이다.  따라서 
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의 
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에 대한 의존도 
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에 관한 data를 수치 계산으로 구하였다면, 그 data를 (5.62) 식에 맞추어서 
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를 구하는 것이 최선의 방법이 된다. 
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을 단순히 
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에 맞추어 구한 
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 값이, (5.62) 식의 
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이하의 수정항까지 고려한 
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보다 부정확할 것이 예상된다. 실제로 (5.62) 식을 이용하여 장기판 프랙탈에서의 멋대로 걷기에 관한 수치계산을 분석해 보자.  장기판 프랙탈의 각 점의 배위수는 2 또는 4를 만족한다. 따라서 멋대로 걷기는 5.1 절(또는 그림 5.1)에서 고려한 바와 같이 장님 개미, 근시 개미 및 덫속 개미 등의 3 모형이 존재할 수 있다. 이 중 덫속 개미는 진정한 의미에서 멋대로 걷기라 할 수 없어므로, 여기서는 장님 개미와 근시 개미의 운동을 생각해 보자. 그림 5.7이 장기판 프랙탈에서의 장님 개미와 근시 개미의 
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을 엄밀계산법으로 계산한 data를 보여 주고 있다. 그림 5.7의 data를 (5.62) 식에 맞추어서 얻은 
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    표 5.1: 장기판 프랙탈에서의 멋대로 걷기들의(개미들) 
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에 대한 엄밀 계산법으로 구한 data를 (5.62) 식에 맞추었을(fitting) 때 프랙탈 차원 
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와 계수들의 값들.
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근시 개미(MA)
2.44
1.03
0.02
-2.83
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장님 개미(BA)
2.48
1.38
- 0.02
-0.99

값은 표 5.1과 같다. 표 5.1에서 
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 등의 값을 표시하지 않은 것은 data에 맞추어 얻은 값이 매우 적어 의미가 없어서 표시하지 않은 것이다. 표 5.1에서 보듯이 수치로 계산한 장님 개미와 근시 개미의 차원 
[image: image382.wmf]W

d

는 5.4 절에서 유도한 값 
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과 거의 일치하는 것을 알 수 있다. 특히 두 개미의 
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도 상대 오차 2 %이내로 일치하여, 5.1 절에서도 언급한 두 개미의 보편성은 동일하다는 사실을 뒷받침해 주고 있다. 또 (5.62) 식의 진동하는 수정항(
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(5.62) 식을 
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와 같이 고쳐 써보면 알 수 있듯이 수정항 
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이 의미가 있으려면 
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에 대한 의존도가 
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와 일치하여야 한다. 그림 5.8에는 
[image: image391.wmf])

1

/

(

-

W

d

o

R

C

N

의 
[image: image392.wmf]R

ln

에 대한 의존도를 표 5.1의 계산치를 이용해 나타낸 곡선과 그림 5.7의 
[image: image393.wmf])
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에 관한 data로 부터 그린 곡선을 나타 내고 있다. 이 두 곡선은 일시적 효과(transient effects)가 있는 초기 상태를 벗어나면 거의 일치하는 것을 알 수 있다. 또 이 두 곡선은 근시 개미(그림 5.8 a))나 장님 개미(그림 5.8 b))에 관계 없이 일치하는 것을 알 수 있다. 

     이상의 장기판 프랙탈에서의 예는 정형적 프랙탈에서의 수치 계산의 특성을 잘 보여 주고 있다고 할 수 있다. 그러므로 어떤 동역학적 특성을 수치 계산하던지 간에 정형적 프랙탈에서는 (5.62) 식을 잘 이용하여야 한다. 

      5.7 스미기 프랙탈에서의 동역학적 현상 
      지금 까지 논의한 정형적 프랙탈에서의 동역학적 현상에 대한 이론적인 해석은 실제로 무질서가 있는 매질에서의 여러 현상을 정성적으로 이해하기 위한 완구 모형(toy model)정도 이상의 물리적인 의미는 없다. 물리적인 의미가 있으려면, 무질서가 실제로 존재하는 매질에서의 동역학적 현상을 해석적으로 이해하여야 하는데 이 것은 매우 어려운 것으로 알려져 있다. 스미기 모형이 응집 물질에서의 무질서를 어느 정도 재현하는 고전적(양자역학적이 아닌) 모형이므로, 통계적 프랙탈인 스미기 프랙탈에서 여러 현상을 이론적으로 연구한다는 것은 보다 실험 현상에 가까운 결과를 해석할 수 있어서, 최근에 이에 대한 많은 연구가 진행되고 있다. 스미기 상전이 현상 자체에 대한 연구가 많은 발전을 하였기 때문에, 이 발전을 기초 지식으로 하면, 스미기 프랙탈에서 동역학적 현상을 보다 더 잘 이해할 수 있다는 점도, 그러한 연구를 촉발시킨 동기 중의 하나라고 할 수 있다. 

      스미기 클러스터에서 물리적인 특성을 생각할 때에는 당연히 프랙탈 영역(
[image: image394.wmf]C

p

p

»

:4.4 절 참조)에서의 특성을 말한다. 이러한 영역에서 현상을 논의할 때에 주의해야 할 점은, 하나의 클러스터를 선택하여 그 클러스터에서만 일어나는 현상을 대상으로 하느냐, 또는 주어진 농도에서 가능한 모든 클러스터들에서 일어나는 현상을 고려하여야 하느냐에 따라, 그 이론적인 결론이 달라진다는 사실을 염두에 두고 이론을 전개하여야 한다는 점이다. 따라서 스미기 프랙탈에서의 동역학적 현상에 대한 논의는 두 가지 앙상블(ensemble)에 대한 평균을 분리하여 논의하여야 한다. 첫번째 가능한 평균은 주어진 농도에서 가능한 클러스터 중 최대 크기의 클러스터만에서 나타나는 현상들의 앙상블(ensemble)에 대하여 평균하는 LC(large cluster)-평균이다. 두 번째 가능한 평균은 모든 가능한 클러스터에서 나타나는 현상들의 앙상블(ensemble)에 대하여 평균하는 AC(all clusters)-평균이다. 이제 5.1-3 절 들에서 증명한 동역학적 현상 사이의 일반적인 관계는 스미기 프랙탈에서도 성립한다는 사실을 염두에 두고 스미기 프랙탈에서의 여러 현상에 관해 논의해 보자. 

      우선 스미기 프랙탈의 이어진 결합선을 일정한 전도도를 가진 저항으로 대치하여 생기는 저항망의 특성에 관해 논의해 보자. 동물 영역(
[image: image395.wmf]C

p

p

<

:4.4절 참조)에서는 무한 클러스터가 존재하지 않으므로, 이 때의 저항망의 전도도 
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이 성립한다. 즉 
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는 무한 크기의 스미기 계에서의 전도도를 결정하는 임계지수로,  스미기 계에서의 동역학적 현상을 대표하는 임계지수들중 하나이다. 
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에서 급격히 증가하게 된다.  따라서 두 현상은 물리적으로 다른 특성을 갖는데 이 것이 바로 스미기 상전이에서의 정적 성질과 동역학적 성질의 차이점을 보여주는 한 단면이라 하겠다. 유한 크기의 계에서의 전도도 
[image: image416.wmf])

(

L

s

을 (5.33) 식과 같이 나타낼 수 있으므로, 농도 
[image: image417.wmf]p

에서 길이 크기가 
[image: image418.wmf]L

인 스미기 계의 전도도 
[image: image419.wmf])

,

(

p

L

s

는 4.4 절의 유한 축척 이론을 이용하면 
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로 쓸 수 있다. Einstein 관계식 (5.35)에 의하면 전도도와 확산 상수는 
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라 할 수 있다. (앞으로 어떤 물리량의 AC-평균은 [  ]으로 표시하기로 하자.) 그런데 유한 클러스터는 계가 무한히 클 때 계 전체를 연결(span)시키지 못하므로, 확산 상수 
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를 계산할 때에는 유한 클러스터의 효과는 고려하면 안된다. 따라서 
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로 쓸 수 있음을 알 수 있다. 

      스미기 클러스터에서 확산이나 저항망의 특성을 이해하려면 멋대로 걷기의 특성을 먼저 이해하여야 하므로 이제 멋대로 걷기의 특성에 관해 논의해 보자. 먼저 멋대로 걷기의 LC-평균의 특성을 고려해 보자. 임계 농도 (
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와 같은 식으로 정리할 수 있다. 이제 
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가 증가해도, 확산은 더 이상 진행되지 않는다는 사실과 (4.47) 식으로부터 
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이 성립함을 알 수 있다. (4.62) 식 등으로부터 증명할 수 있는 
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인 관계와 (4.28) 식 등을 이용하면 (5.69) 식으로부터
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식을 얻을 수 있다.  (5.69) 식에서 보면 
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이 성립하므로  AC-평균의 확산이 LC-평균의 확산보다 느리게 진행되는 것을 알 수 있는데 이 것은 
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가 작은 클러스터가 확산을 방해하기 때문이다. 이제 멋대로 걷기를 
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(AC-평균)  (5.71)

식이 성립할 것이며, 이 때의 
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이면 무한 클러스터가 존재하지 않으므로 (4.65) 식 등으로부터
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이 됨을 알 수 있다. 이에 비해 
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이면 무한 클러스터가 확산을 대부분 제어할 것이고 거리의 크기 
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(AC-평균)  (5.73)

이 되는 것을 알 수 있다. (5.71) 식, (5.72) 식 및 (5.73) 식의 
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 들이 나타내는 특성을 하나의 교차 축척 함수(crossover scaling function)로 정리하면 

            
[image: image487.wmf](

)

)

(

]

[

/

2

2

c

RW

d

E

p

p

t

f

t

R

W

-

=

¢

c

                             (5.74)

으로 나타낼 수 있다. (5.74) 식의 축척 함수 
[image: image488.wmf])

(

y

f

RW

는 
[image: image489.wmf].

)

0

(

const

f

RW

=

를 만족해야 한다. 그런데 
[image: image490.wmf]-¥

®

y

에서는 (5.74) 식이 (5.72) 식을 만족해야 하기 때문에 
[image: image491.wmf]n

b

2

)

(

)

(

-

-

=

-

y

y

f

RW

가 되어야 하고, 따라서 

            
[image: image492.wmf]W

d

¢

=

-

-

/

2

)

2

(

n

b

c

                                    (5.75)

식이 성립한다. 또 
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이 성립한다.  (5.75) 식과 (5.76) 식으로부터 교차 지수(crossover exponent) 
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식을 만족하는 것을 알 수 있다. 또 (5.77) 식,  (5.76) 식 및 (5.70) 식을 이용하면 
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식이 성립하는 것을 알 수 있다. 또 (5.78) 식과 (5.65) 식을 사용하면 (5.36) 식이 스미기 프랙탈에서의 동역학적 현상에도 성립함을 알 수 있다.  (5.74) 식을 이용하면, 
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이 되는 것을 알 수 있다. 이 것은 무한 클러스터에서의 확산의 거리 
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      또 스미기 프랙탈의 스펙트럼 차원 
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로 된다. 또 스미기 프랙탈의 
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와 비슷한 교차 축척 특성을 가진다고 할 수 있다.

      5.8 동역학적 지수와 기하학적 지수

      스미기 상전이와 관련된 임계 지수는 스미기의 기하학적 연결성이 존재하느냐를 다루는 지수, 
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들 사이에는 특별한 연관 관계가 성립하느냐, 그렇지 않으면 동역학적 현상이 독립적인 것이어서, 기하학적 지수와 완전히 독립적으로 구하여야 하느냐?”는 질문에 대한 연구가 1980 년대 초에 활발히 전개 되었다. 기하학적 지수와 동역학적 지수사이에 어떤 연관 관계가 존재한다는 가정을 가장 그럴 듯하게 뒷받침한 가설이 바로 Alexander-Orbach 가설(Alexanader Orchbach conjecture:AO 가설)[AOR82] 이었다. AO 가설의 내용은 

                 
[image: image523.wmf]3

/

4

=

s

d

   (
[image: image524.wmf])

3

8

p

W

d

d

=

                           (5.81)

이 스미기 상전이의 하임계 차원(
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 등이 (5.81) 식을 비슷하게 만족시키는데 그 근거를 두고 제창되었다. 또 Rammal과 Toulouse[RAT83]는 멋대로 걷기가 
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 초 동안 방문한 총 점의 수 
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 사이의 관계로부터 이 AO 가설을 해석적으로 증명하려 하였으나 실패하는 등, AO 가설은 많은 연구의 대상이 되었으나 정확한 증명은 실패하였다. 현재까지의 연구결과에 의하면 AO 가설에 대한 수치적 뒷받침(표 5.2 참조)은 결국 우연의 일치로, AO 가설은 통하는 가설(working hypothesis) 정도로 이해되고 있다. 

      이와 같이 지금까지는 기하학적 지수와 동역학적 지수사이에 어떤 연관 관계가 존재한다는 사실을 발견하지 못했으므로, 결국은 동역학적 지수들을 독자적으로 구하지 않으면 안된다. 그런데 스미기 프랙탈에서의 동역학적 현상은 스미기 임계 현상에 다른 임계 현상이 복합된 것이므로 재규격화 군등의 해석적 방법은 극히 제한적인 경우를 제외하면, 적용하기가 힘든 것으로 알려져 있다. 따라서 동역학적 지수를 구하는 방법으로 전산기를 이용한 전산 시늉이 집중적으로 채택되었다. 이 장에서 언급한 동역학적 현상은 서로 관계가 있으므로 주어진 현상을 집중적으로 연구하면 다른 현상에 대한 이해도 증진될 수 있다. 따라서 여기서도, 스미기 프랙탈에서의 멋대로 걷기의 전산 시늉에 관한 집중적 논의로 스미기 프랙탈에서의 동역학적 현상의 전산 시늉을 통한 연구들에 대한 논의를 대신하기로 하자. 스미기 클러스터의 각 점에서의 배위수는 다양하므로 5.1 절에서 논의 한 바와 같이 멋대로 걷기의 모형도 여러 개 존재할 것이다. 그 중 가장 많이 연구된 모형이 5.1 절에서 언급한 장님 개미와 근시 개미의 모형이다[GEN76, STA85,MIR83,DKI86,HUB91,SES84]. 장님 개미와 근시 개미의 출발후 최초의 몇 초 동안의 운동 확률 분포의 변화를 정방형 격자의 한 클러스터에서 [image: image724.wmf])
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 등에 의해 결정될 것이다. 다음으로 주어진 클러스터에서 초기 위치(출발 위치)가 어디냐에 따라 멋대로 걷기의 성질이 달라질 수 있으므로 여러 초기 위치에 대한 평균이 필요하다. 이런 방법으로 미로 속(또는 스미기 프랙탈)에서 개미의 성질을 전산 시늉으로 연구한 결과들 중 가장 믿을 만한 계산들[PAS83,84, GRA98]에 의하면 다음과 같은 사실이 발견되었다. 첫째로 
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에 가깝다는 것을 알아내었다. 스미기 프랙탈의 
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 등의 값을 (5.82), (5.70) 식 및  표 4.1, 4.2 등을 이용하여 구하면 표 5.2와 같다. 이상에서 보면 5.4 절에서의 정형적 프랙탈에서와 통계적 프랙탈인 스미기 프랙탈에서의 멋대로 걷기의 결과는 
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표 5.2 스미기 프랙탈의 동역학적 프랙탈 차원들

    프랙탈 차원
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리게 진행된다는 것을 말해 준다. 프랙탈의 구조가 병목, 막다른 길 등의 구조를 포함하고 있어서 확산을 느리게 만드는 구조를 항상 포함하고 있다는 점을 상기해 보면 
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 > 2가 되는 것은 당연한 결과라 할 수 있다. 이런 의미에서 프랙탈에서의 확산을 이상 확산(anomalous diffusion)이라 부른다[GAA83]. 

      5.9 멋대로 걷기의 확률 분포

      프랙탈에서의 멋대로 걷기의 확률 분포 
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와 같은 축척 함수 형태로 쓸 수 있다는 것을 예상할 수 있다. 여기서 축척 함수 
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 항은 이해할 수 있다. 따라서 문제는 "축척 함수 
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가 어떤 함수일까?"하는 것이다. 여러 연구 결과,  (3.54) 식과 같이 
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와 같은 지수 함수 형태를 갖는 것으로 알려져 있다. 그런데 (5.84) 식의 변수 
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를 제안하고 있고, Aharony와 Harris[AHH89]등은 
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와 같은 범위를 만족하여야 한다고 주장하였으며 특히 그들은 
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에 가깝다고 주장하였다. 이에 비해 Havlin 등[HAB87]은 
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에 가깝다고 주장하였다. 다양한 전산 시늉으로 이러한 
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에 대한 제안들의 진위를 파악하려고 노력했으나, 사용한 프랙탈 자체의 다양한 성질 때문에결론이 나지 않아서, 현재로는 어느 제안도 완전히 틀렸거나, 완전히 맞다고는 할 수가 없다. 따라서 프랙탈에서 
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를 사용하고자 할 때에는 제안된 다양한 형태의 
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들을 사용하여, 가장 좋은 결과를 택하고 있는 것이 현 시점에서의 연구 추세이다.

      5.10 스미기 프랙탈에서의 자기 회피 걷기

      스미기 프랙탈에서의 자기 회피 걷기는 순수하지 못한(또는 무질서가 많은) 용매(매질)이나 다공질의 매질(porous media)에서의 중합체의 성장의 모형이 될 수 있다는 점에서 많은 연구가 진행되어 왔다. 초창기의 연구는  균일 영역(
[image: image583.wmf])
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에서의 희석된 격자에서 자기 회피 걷기의 프랙탈 차원 
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 또는 양끝 지수 
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가 정상의 격자 구조에서의 값((3.64) 식 참조)(또는 Flory 값 
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2

/(

3

)

/

1

(

+

=

=

d

d

SAW

F

n

)과 동일하냐 그렇지 않느냐의 문제에 집중되었다[CHK81,KRE81]. 이 문제는 균일 영역의 희석된 격자의 특성이 무질서가 없는 격자의 특성과 동일하다는 사실에서 볼 때 희석된 격자의 
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 값이 (3.64) 식의 값과 같을 것을 예상할 수 있다. 이러한 동일성은 자기 회피 걷기의 특성 그 자체[HAR83] 또는 장론적인 방법[YK83]으로 증명됨으로 인해 균일 영역의 자기 회피 걷기의 문제는 해결되었다. 

      그러나 스미기 프랙탈 또는 프랙탈 영역(
[image: image588.wmf])
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의 희석된 격자 구조에서의 
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 값은 (3.64) 식의 값과 당연히 달라져야 한다는 것을 예상할 수 있다. 이 예상은 스미기 프랙탈의 구조가 정상의 격자 구조와는 완전히 다른 주골-방울-연결선-매달린 끝의 구조를 갖고 있고, 더군다나 5.5 절의 결정적 프랙탈에서의 결과를 볼 때 예상할 수 있는 결과이다[YK87]. 그러나 집중적인 전산 시늉의 연구[LNK89]에 의하면 스미기 프랙탈 구조에서의 
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 값은 (3.64) 식의 값과 거의 같은 값을 갖는다는 것이 알려 졌다. 따라서 스미기 프랙탈 구조에서의 자기 회피 걷기의 문제에 상당한 논란이 일어나게 되었다. 이 절에서는 스미기 프랙탈 구조에서의 자기 회피 걷기의 특성에 관해 논의해 보기로 하자. 

      우선 자기 회피 걷기도 멋대로 걷기와 비슷한 교차 축척 특성(5.7 절 참조)을 갖느냐에 관해 살펴 보기로 하자. 임계 농도(
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클러스터에서의 자기 회피 걷기의 프랙탈 차원을 
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가 성립할 것이다.  
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에서의 자기 회피 걷기의 AC-평균을 
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으로부터 정의되는 프랙탈 차원을 
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와의 사이에 성립하는 관계에 관해 우선 논의해 보자.  Sahimi[SAH84]는
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인 관계가 성립한다고 주장하였다. 프랙탈의 구조와 자기 회피 걷기의 특성 때문에 프랙탈에서의 자기 회피 걷기의 성장이 정상의 격자 구조에서의 성장보다 더 빠른 속도로 일어날 수 있다는 사실 및 결정적 프랙탈에서의 결과(5.5 절 참조)가 (5.89) 식의 두번째 부등호를 뒷받침 해주고 있다. 더 나아가서 Roy와 Chakrabarti[ROC87]는 멋대로 걷기의 결과 (5.70) 식에 고무되어 
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식을 주장하였다. 그런데 
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 걸음 자기 회피 걷기는 
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클러스터에는 자기 회피 걷기의 특성 때문에 수용될 수 없으므로 AC-평균을 할 때 (5.69) 식의 첫번째 합((5.69) 식에서 밑줄 친 부분)과 같은 항의 효과는 없어지므로, (5.69) 식의 나머지 항과 같은 항 만이 AC-평균에 효과를 발휘 한다면[YK90] 
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식이 성립하여야 한다. 특히 
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인 극한에서는 (5.91) 식이 정확한 식이라 할 수 있다. 또 프랙탈 영역(
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)에서의  자기 회피 걷기는 (5.74) 식과 같은 교차 축척 특성을 가질 수도 없을 것이다. 왜냐하면 
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이 매우 큰 자기 회피 걷기는 그 특성 때문에, 가능한 큰 클러스터(또는 
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에서는 무한 클러스터)만이 자기 회피 걷기의 특성을 제어하기 때문이다. 따라서 
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에서는 자기 회피 걷기의 
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식과 같은 성질을 만족할 것이다. 또 프랙탈 영역(
[image: image619.wmf]C
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)에서는 자기 회피 장님 개미(self-avoiding blind ant)[YK89]와 같은 자기 회피 걷기의 이상 성장 모형만 (5.74) 식과 같은 교차 축척 특성을 가지고, 정상의 자기 회피 걷기는 Bethe 격자와 같은 특수한 격자 구조에서 조차 (5.74) 식과 같은 축척  성질을 가질 수 없다는 것이 알려져 있다[YK89]. (5.91) 식 및 (5.92) 식의 결과는 프랙탈 영역에서 자기 회피 걷기의 LC-평균의 특성과 AC-평균의 특성을 비교한 전산 시늉의 결과[WOO90]가 어느 정도 뒷받침 해주고 있다. 

     다음으로 스미기 프랙탈이 갖는 구조의 특성이 자기 회피 걷기에 미치는 효과에 관해 논의해 보자. 멋대로 걷기는 그 특성상 스미기 프랙탈의 특정한 부분에 대한 반응이 자기 회피 걷기 만큼 민감하지는 않다. 그러나 체적 배제 효과 때문에 자기 회피 걷기는 스미기 프랙탈이 갖는 구조의 특성에 많은 영향을 받을 것이다. 스미기 프랙탈은 4.4 절에서 논의한 바와 같이 그 구조를 주골(backbone)과 매달린 끝(dangling end)으로 나눌 수가 있다. 그런데 자기 회피 걷기가 매달린 끝(dangling end)으로 한 번 들어 가면 체적 배제 효과 때문에 주골로 돌아올 수 없다. 따라서 유한한 매달린 끝은 
[image: image620.wmf]N

이 큰 자기 회피 걷기를 수용할 수 없다. 그런데 스미기 프랙탈이 자기 상사성을 갖는 한, 모든 길이 크기의 매달린 끝을 가져야 하므로 매우 큰 매달린 끝도 존재할 수 있어서 이러한 매달린 끝은 자기 회피 걷기를 수용할 수 있다. 그러나 매달린 끝의 위상학적 구조가 과연 자기 회피 걷기를 수용할 수 있는 1 차원적 연결성을 갖는지, 아니면 수용 못 할 루우프 형의 구조를 갖는 지도 문제가 된다. 따라서 스미기 프랙탈이 갖는 구조의 특성으로 볼 때 자기 회피 걷기에 관한 두 가지 상반된 이론을 전개할 수 있다. 그 첫번째가 주골만이 자기 회피 걷기를 수용할 수 있다는 이론이다[YK90]. 이 이론을 믿으면 
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와 같은 부등식이 성립할 것이다. 여기서 
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은 스미기 프랙탈에서 두 점을 연결하는 화학 경로의 프랙탈 차원((1.33) 식 및 (4.34) 식 참조)을 의미 한다. 프랙탈에서 화학 경로는 두 점 사이의 가능한 자기 회피 걷기 중 질량이 최소인 것이므로 (5.93) 식의 하한은 당연히 성립할 것이다. 또 
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는 주골의 프랙탈 차원이므로 당연히 상한도 성립할 것이다. 또 매달린 끝도 자기 회피 걷기를 수용할 수 있다는 이론을 전개하면 (5.93) 식 대신에 
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식이 성립할 것이다. (5.93) 식과 (5.94) 식의 진위 여부는 다음 절에서 논의하기로 하자. 
      5.11 프랙탈에서의 Flory 근사
       5.10 절에서 스미기 프랙탈에서 자기 회피 걷기의 특성에 관해 논의했지만 결국은 
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 등을 수치적으로 구하지 않으면 어떤 이론의 전개도 의미 없을 것이다. 그런데 스미기 프랙탈에서의 
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 또는 
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 등을 해석적으로 정확히 구하는 방법은 Bethe 격자[YK89] 등 특수한 경우를 제외하면 거의 없는 것으로 알려져 있다. 따라서 프랙탈에서도 자기 회피 걷기를 해석적으로 이해할 수 있는 유일한 방법은 3.7 절에서 논의한 바 있는 Flory 근사일 것이다. 이 절에서는 프랙탈에서의 자기 회피 걷기에 대한  Flory 근사에 관해 논의해 보자. 

      Kremer 등[KRE81]은 정상의 격자에서의 자기 회피 걷기의 Flory 근사식 (3.64)를 단순 확장하여 프랙탈에서의 자기 회피 걷기의 양끝 지수 
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에 대한 Flory 근사식은 
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가 된다고 주장하였다. 그러나 이러한 단순한 확장은 성립하지 않을 것이 분명하다. 이제 프랙탈에서 제대로 된 Flory 근사식을 유도해 보자. 프랙탈에서 (3.60) 식을 유도할 때와 비슷한 방법으로 자기 회피 걷기의 자유에너지 
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를 유도해 보자. (3.61) 식과 같은 정상 격자에서의 단양체-단양체 사이의 척력에 의한 내부 에너지를 프랙탈의 경우로 확장하면 
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로 쓸 수 있을 것이다. 또 프랙탈에서의 멋대로 걷기의 확률 분포를 
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이라 하면 프랙탈에서의 Flory 자유에너지 
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와 같이 쓸 수 있을 것이다. 따라서 
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를 알고 있는 프랙탈에서의 Flory 근사는 결국 
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을 구하는 문제로 귀착된다고 할 수 있다. 그런데 5.9 절에서 논의했듯이 
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에 관해서는 다양한 이론이 제시되어 있다. 따라서 프랙탈에서의 Flory 근사는 결국 (5.84) 식의 
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가 어떻게 기술될 수 있느냐에 따라 달라질 수가 있다.  (5.96) 식과 (5.84) 식으로부터 Flory 근사는 
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으로 된다. (5.97) 식은 
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가 (5.85) 식, (5.87) 식 및 (5.88) 식 중 어떤 것을 택하느냐에 달렸다. 따라서 다음과 같은 
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3 가지 가능한 Flory 공식이 있을 수 있다고 하겠다. 이 세 공식을 Sierpinski Gasket에서의 자기 회피 걷기에 적용해 보면 (5.98) 식에 의하면 
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를 보이는 데 정확한 결과 
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 ((5.61) 식 참조)에 비해,  (5.98) 식은 약간 작게, (5.99) 식과 (5.100) 식은 약간 크게 
[image: image647.wmf]SAW

n

를 추정하고 있는 것을 알 수 있다. 

       Flory 근사 (5.98), (5.99), (5.100) 식 등을 이용해 스미기 프랙탈에서의 자기 회피 걷기 문제를 다시 논의해 보자. 5.10 절에서도 언급했듯이 만약 자기 회피 걷기를 스미기 프랙탈의 주골들만이 수용할 수 있다는 이론을 택하면 (5.98), (5.99), (5.100) 식에서 제 프랙탈 차원을 적용할 때 스미기 프랙탈의 프랙탈 차원들을 사용하면 안되고, 주골들의 프랙탈 차원 
[image: image648.wmf]BB
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, 
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 등을 사용하여야 한다. 이에 비해 매달린 끝도 자기 회피 걷기를 수용할 수 있다는 이론을 믿으면 스미기 프랙탈 자체의 프랙탈 차원 
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 등을 사용하여야 할 것이다. 표 4.2, 5.1, 5.2 등에서의 
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들을 이러한 Flory 공식들에 적용한 결과를 정리해 보면 표 5.2와 같다. 스미기 상전이 상임계 차원이 
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이므로 
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에서의 결과는 Bethe 격자에서의 결과[YK89] 
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와 일치하여야 한다. 그런데 표 5.2에서 보면 
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에서  (5.98) 식과 (5.100) 식에 주골의 프랙탈 차원 
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 등을 대입한 Flory 공식 만이 
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로 추정하고 있다. 또 이 두 식의 
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에서의 
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 값은 (3.64) 식의 
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값에 아주 가까운 것을 알 수 있다. 이 결과가 스미기 프랙탈에서의 자기 회피 걷기 이론에 시사하는 바는 다음과 같다. 첫 번째로 주골 만이 자기 회피 걷기를 수용할 수 있다는 이론이 매달린 끝도 수용할 수 있다는 이론보다 더 잘 맞는 다는 사실이다. 또 5.10 절의 서두에서 언급한 전산 시늉의 결과[LNK98]인 스미기 프랙탈 구조에서의 
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 값이 (3.64) 식의 값과 거의 같은 값을 갖는 다는 사실은 두 값의 수치적인 일치에 지나지 않고 두 값이 동일하다는 이론적인 뒷받침은 없다는 것이다. 왜냐하면 프랙탈에서의 
[image: image666.wmf])

,

(

N

R

P

에 관한 다양한 이론들을 사용한 Flory 공식들 중 믿을 만한 두 공식이 위에서 언급한 두 값의 수치적인 일치를 뒷받침해 주고 있기 때문이다. 

     스미기 프랙탈에서의 자기 회피 걷기에 관한 문제는 많은 논란이 아직 도 진행되고 있기 때문에 결론에 도달했다고 볼 수 없고, 해결해야 될 문제가 많다는 정도의 언급으로 결론을 삼을까 한다.

       마지막으로 자기 회피 걷기의 Flory 근사의 수치적 비교의 결론이 멋대로 걷기의 
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에 시사하는 바에 관해 논의해 보기로 하자. 스미기 프랙탈의 자기 회피 걷기에 관한 논의로부터 얻은 결론은 (5.98) 식과 (5.100) 식이 믿을 만한 Flory 공식이라는 사실이다. 따라서 자기 회피
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  표 5.3: 스미기 프랙탈의 주골에서의 멋대로 걷기의 프랙탈 차원 
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에 관한 여러 Flory 공식의 결과들
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걷기의 입장에서 볼 때 스미기 프랙탈에서의 
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를 가장 잘 설명해주는 (5.84) 식의 
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는 (5.85) 식 또는 (5.87) 식의  
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라고 할 수 있다. 다시 말하자면 스미기 프랙탈에서의 자기 회피 걷기를 잘 설명해주는 
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과 같은 범위에 있다고 할 수 있다. 이 결과는 (5.86) 식과는 상반된 결과이다. 따라서 
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에 관한한 다양한 이론 중 최적의 이론을 선택하는 데에는 아직도 문제가 많은 것을 알 수 있다. 그러므로 스미기 프랙탈에서의 멋대로 걷기의 
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에 관한 연구는 완전히 끝났다고는 할 수 없다. 

        5.12 복합 프랙탈적 현상 및 제 현상들  

      스미기 프랙탈을 포함한 제 프랙탈에서의 저항망이나 멋대로 걷기 현상도 어떻게 보면 프랙탈이라는 기본 구조(support) 위에서 나타나는 물리현상으로, 그 현상이 각 점에서 어떤 측도를 가지고 나타난다고 할 수 있다. 예를 들면 저항망에서 이어진 결합선을 지나가는 전류 
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(또는 각 결합선에 대치된 저항이 일정하다면 각 저항에서의 전압 강하 
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)를 2.2 절에서 설명한 측도 
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로 대치할 수 있다. 또 멋대로 걷기에서도 
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를 주어진 시간에 각 점에 멋대로 걷기가 존재할 측도(measure) 
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로 볼 수 있다. 이러한 
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이 2.2 절에서 설명한 복합 프랙탈 분포를 갖느냐에 대한 연구가  최근에 많이 진행되었으며[ARC85,RTT85,KAH90,BHR90], 그러한 연구의 결론은 이러한 동역학적 현상들이 복합 프랙탈 분포를 갖는다는 것이다. 이러한 연구는 위에서 언급한 동역학적 현상이 복합 프랙탈 분포를 만족한다면, 프랙탈(특히 스미기 프랙탈)에서의 저항망 또는 멋대로 걷기의 보편성을 결정하는 거리 차원은 스미기 상관거리 
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만이 아니라는 것을 의미하기 때문에 이 연구는 매우 중요한 의미를 띤다. 즉 위 현상들이 복합 프랙탈이므로 2.2 절에서 강조한 바와 같이 
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은 서로 연관 관계를 갖지 않으므로 결국은 이 현상들을 설명하는 무한히 많은 프랙탈 차원 
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(2.2 절 참조)가 필요하다는 사실을 말해 주고 있다. 이러한 저항망의 경우에 대해서 이러한 복합 프랙탈 분포의 물리적 의미를 잠깐 살펴보기로 하자. 저항망에서 가장 전압강하가 최대인 곳의 전류 
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는 적색 결합선에서의 저항이므로 (5.32) 식으로부터 
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식을 만족함을 알 수 있다. 이에 비해 전압강하가 최소인 결합선은 틀림없이 주골의 방울 구조 안에 있을 것이다. 그런데 이에 대한 연구 결과는 상당히 논란이 일어나고 있어서 저항망에서 전류가 작은 부분의 분포(
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인 부분의 전류 분포), 
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의 분포에 대해서는 아직도 연구가 진행되고 있다[ARC85,KAH90]. 물론 저항망에서는 
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o

d

d

=

(2.2절 및 4.4 절 참조)를 만족할 것이다. 이상으로 동역학적 현상의 복합 프랙탈 분포에 대한 간단한 논의를 마치기로 하고 더 이상의 논의는 참고 문헌들을 참조해 주기 바란다. 

       마지막으로 이 장에서 설명하지는 않은 프랙탈에서의 물리 현상 중 비중이 있는 연구 분야들을 살펴 보면 다음과 같다. 

      스미기 프랙탈에서의 자기 상전이(magnetic phase transition)의 문제는 4.1 절에서도 설명했듯이 담근질한 무질서가 있는 매질에서의 자기 현상을 이해하는데 매우 중요한 이론적 모형 중 하나이다. 이 문제는 이미 1970 년대 초반부터 연구가 진행 되어 이미 많은 연구결과가 발표되었으므로 이에 관심있는 독자는 참고 문헌[STI83b] 등을 참조해  주기 바란다. 또 프랙탈에서 스핀 파를 양자화한 magnon[LES84]의 문제도 많은 연구가 진행되어 있으므로 여기서도 자세한 논의는 생략하기로 하자.

      정형적 프랙탈이나 스미기 프랙탈에서의 프랙톤에 관한 연구는 의사 진동을 양자화한 것으로, 실제적으로 일어나는 진동과는 거리가 있는 진동 모형이다. 따라서 스미기 프랙탈에서 진동이 실제적으로 일어나는 영역이 탄성 주골(elastic backbone) 등에 대한 연구가 심도 있고, 광범위하게 진행되었는데 이에 대한 논의는 참고 문헌[NYA94]을 참조해 주기 바란다. 또 
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인 균일영역에서는 스미기 프랙탈에서 진동의 파수(wave number) 
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를 만족할 때에는 진동이 포논의 특성을 가질 것이고, 이에 비해 
[image: image708.wmf]1
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를 만족할 때에는 진동이 프랙톤의 특성을 가질 것이다. 따라서 균일영역에서 나타날 수 있는 진동의 프랙톤-포논 교차 현상에 관한 연구도 많이 진행되고 있다[AAO87]. 특히 진동의 프랙톤-포논 교차 현상을 단백질 분자의 진동 특성에 응용하여 단백질의 물성을 파악하려는 노력도 진행되고 있다[YK88,STA86]. 

      또 양자 스미기(quantum percolation) 현상에 대한 연구도 상당히 진행되고 있다[HAR82, YK85, CLH95]. 양자 스미기 현상이란 희석된 격자 구조에서 밀접 결합 전자가, 과연 어떤 격자(결합선) 농도 영역에서 비국소화(delocalized)된 양자 상태를 가져서 전도도에 기여할까 하는, 국소화-비국소화 전이(localization-delocalization transition)[YKH85, KBS98]를 다루고 있다. 양자 스미기 상전이 임계 농도 
[image: image709.wmf]q

p

는 보통의 스미기 상전이 임계농도 
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와는 
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인 관계가 있음이 알져져 있다. 

      또 무작위 저항망과는 달리, 스미기 격자 구조에서 이어진 결합선은 
[image: image712.wmf]A

s

인 전도도를 가진 물질로 대치시키고,  끊어진 결합선에는 
[image: image713.wmf]B

s

의 전도도를 가진 물질로 대치시킨 혼합물질의 회로망에 대한 연구도 많이 진행되고 있는데, 이러한 연구 중에서, 초전도체(superconcuctor)-도체(normal conductor) 회로망에 대한 연구가 스미기 프랙탈에서 특히 많이 진행되고 있다[ESH76].
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그림 5.1: 장기판 프랙탈에서의 멋대로 걷기의 확률 할당 a) 장님 개미 b) 근시 개미, c) 덫속 개미
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 그림 5.2: � EMBED Equation.3  ��� 차원 초 입방체 내부의 무작위 저항망
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그림 5.3: 1 차원에서 부분 격자의 소거에 의한 1:2 축척 변환.
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그림 5.4: Sierpinski Gasket의 축척 변환
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그림 5.5: 가지친 Koch Curve에서의 자기 회피 걷기의 축척 변환
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그림 5.6: Sierpinski Gasket에서의 자기 회피 걷기의 축척 변환





그림 5.7: 장기판 프랙탈에서의 멋대로 걷기의 � EMBED Equation.3  ���을 엄밀계산법으로 구한 data. BA는 장님 개미를 나타내며,  MA는 근시개미를 나타낸다. 





그림 5.8: � EMBED Equation.3  ���의 � EMBED Equation.3  ���에 대한 의존도. 곡선은 표 5.1의 수치 값과 (5.63) 식을 이용하여 그렸음. 점들은 그림 5.7에 있는 data를 이용해 그렸음. a)는 근시 개미의 경우이고 b)는 장님 개미의 경우임 





그림 5.9: 전도도 � EMBED Equation.3  ���와 스미기 확률 � EMBED Equation.3  ���의 농도 � EMBED Equation.3  ���에 대한 의존성 (이 그림은 정성적인 결과임)
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� EMBED Equation.3  ���(1) � EMBED Equation.3  ���(2)


� EMBED Equation.3  ���(3) � EMBED Equation.3  ���(4)





장님 개미            		근시 개미


� EMBED Equation.3  ���	P(1)	P(2)	P(3)	P(4)		P(1)	P(2)	P(3)	P(4)


0	1	0	0	0		1	0	0	0


1	1/2	1/4	1/4	0		0	1/2	1/2	0


2	3/8	1/4	1/4	1/8		1/2	0	0	1/2


3	5/16	1/4	1/4	3/16		0	1/2	1/2	0





그림 5.10: 정방형 격자의 � EMBED Equation.3  ���인 클러스터에서의 장님 개미와 근시 개미의 출발 후 최초 수 초 동안의 확률 분포의 변화. 
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