제 4 장

프랙탈과 스미기 
(Fractal and Percolation)

      이 장에서는 응집 물질 내에 존재하는 무질서를  설명하는 이론 가운데 가장 기본이 되는 개념인 스미기(percolation)에 관해 서술하고, 이와 관련된 물리학적 개념들을 논의한다.  또 스미기 모형과 관련된 몇 가지 이론적 모형에 관해서도 살펴본다. 
      4.1 담근질한 무질서(Quenched Disorder)와 

         불린 무질서(Annealed Disorder)

      실제로 존재하는 응집물질(condensed matter) 또는 고체 sample에는 아무리 적더라도 반드시 불순물이 있기 마련이다. 그런데 불순물의 농도가 증가하여 어떤 한계점 이상에 도달하면 주어진 물질의 특성을 잊어버릴 것이다. 0 장에서 언급한 자성체를 이용하여 이 문제를 좀 더 자세히 살펴보자. 자성체가 어떤 격자(살창) 구조를 구성할 때, 불순물을 혼합하여 각 격자 점의 스핀(자성)을 띄는 원자(분자) 대신에 비자성 원자(분자)를 대치해 나가는 경우를 생각해 보자. 불순물의 농도가 점점 증가하면, 결국은 0.4 절에서 언급한 자성 원자로 구성된 spanning 클러스터가 사라지게 되어 물질의 자성은 없어지게 된다. 이러한 현상을 보이는 계를 흔히 무질서계(disordered system)라 부른다. 이러한 응집 물질의 무질서는 대치성 무질서(substitutional disorder)와 위상학적 무질서(topological disorder)로 나눌 수 있다. 대치성 무질서란 반도체의 도핑 등에서 볼 수 있는 현상으로 물질의 기본을 이루는 원자(이온) 대신에 그 이온 반경이 비슷한 물질이 대치해서 들어가는 무질서인데, 이 때 이론적으로는 격자의 구조가 바뀌지 않는다고 생각하는 것이 보통이다. 이에 비해 위상학적 무질서의 범주에 들어가는 현상으로는 주어진 격자에 기본 원자가 없어진 결함(defect), 물질 내부의 어떤 경계면 양쪽의 격자 구조가 바뀌는 어긋나기(dislocation) 및 비정질(유리질) 물질(amorphous material, glassy material)에서 볼 수 있는 현상으로 물질 전체의 이동 대칭성이 사라져 격자 구조를 갖지 못하는 경우 등이 있다. 이러한 분류는 매우 엄밀하여 예외가 없는 분류는 아니다. 격자 구조에서 격자 점과 격자 점 사이의 적당한 곳에 기본 원자와 원자 반경이 다른 원자가 들어갈 수 있는 틈새 무질서(interstitial disorder)도 있기 때문이다. 

      이 장에서 논의할 스미기는 이러한 무질서에 대한 기본적 모형이지만, 특히 대치성 무질서와 밀접한 연관이 있다고 할 수 있다. 이러한 의미에서 대치성 무질서에 관해 좀 더 자세히 살펴보기로 하자. 자성 물질이 비자성체로 대치된 물질에는 RB2Mg1-xMnxF4 또는 MnxZn1-xF4[BCG76] 등이 있다. 이러한 대치성 무질서는 불린 무질서(annealed disorder)와 담근질한 무질서(quenched disorder) 두 가지로 나눌 수 있다. 불린 무질서란 불순물 원자들이 원래 원자들과 열열학적 평형을 이루어 열 요동 등에 의해 이동할 수 있는 경우의 무질서를 말한다. 자성체와 비자성체가 혼합된 물질에서 자성체를 스핀들의 집합 
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로, 비자성체인 불순물의 집합을 
[image: image2.wmf]}

{

j

I

로 나타내면 두 변수 
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를 열 역학적으로 동등하게 취급할 수가 있는 경우가 불린 무질서가 있는 계라고 할 수 있다. 즉 이러한 계의 분배함수는 (0.4) 식과 비슷하게 
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과 같이 나타낼 수 있다. 이 때 
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는 혼합계의 하밀토니언이다. 이에 비해 담근질한 무질서계란 계를 일단 고온(
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으로 올린후 자성체와 불순물이 열역학적 평형상태에 도달한 다음, 갑자기 저온 
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로 급냉 시켜 불순물(비자성체)의 원자들을 움직이지 못하게 고착(frozen)시킨 경우에 해당한다고 할 수 있다. 이러한 계에는 불순물들을 국소화(localized) 시키는 위치에너지 벽이 계에 존재한다고 이론적으로 생각하면 된다. 따라서 불순물의 분포는 계를 만든 과정에 의존하여, 평형 열역학의 적용이 불가능 해진다. 이러한 계에서는 주어진 불순물 분포에 대하여 자성체 원자들만이 열학적으로 반응하게 된다. 따라서 이러한 계의 이론적 전개는, 우선 주어진 불순물 분포 
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에 대한 분배함수와 자유에너지를 
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와 같이 구한 다음,  이들을 불순물의 가능한 분포 들에 대해 
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과 같이 평균을 구하여 이 결과를 혼합체의 자유에너지로 간주하는 방법을 택하여야 한다. 이러한 의미에서 담근질한 무질서의 통계역학적 문제를 고착된 불순물(frozen impurity)의 문제라 부른다. 

      4.2 스미기 현상( Percolation Phenomena)

      MnxZn1-xF4과 같은 물질에서 Zn과 같은 비자성체가 고착된 불순물로 존재할 때 0
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에서의 자성체의 성질을 정하는 기본적 모형이 바로 스미기 상변이(여과 상변이, percolation transition)라고 할 수 있다. 이러한 자성체 비자성체 혼합 물질에 대한 자기 모형을 다음과 같은 간단한 모형으로 대치해 보자. 
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 차원의 초입방 격자 구조의 각 격자 점 
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가 다른 격자 점 
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에 Ising 스핀이 존재할 확률 
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로 부터 어떤 간섭도 받지 않을 때 Ising 모형의 하밀토니언은 
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가 될 것이다. 
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들이 고착된 비자성체들의 영향을 고려한 것이라 할 수 있어서, 
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를 만족한다. 
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]

[

는 비자성체 불순물(impurity)의 가능한 확률 분포에 대한 평균을 나타낸다. 이 평균은 담근질된 불순물들이 갖는 독특한 성질에 대한 평균으로 열역학적 평균(이제 까지 < >로 표시했음)과는 구분되어야 한다. 이러한 계의 특성은 이웃하는 두 격자 점들이 모두 Ising 스핀으로 구성되면 (그 Ising 스핀 값에 관계없이) 그 결합선을 연결하고, 불순물과 불순물, Ising 스핀과 불순물로 구성되면 연결하지 않는 식으로 하여 클러스터들을 구성하면 (4.4) 식으로 대표되는 계의 특성은 그러한 클러스터 분포에 좌우될 것이 다. (그림 4.1 참조). 이러한 클러스터를 스미기 클러스터(스미기 송이;percolation cluster)라 부른다. 스미기 클러스터는 0.4 절에서 논의한 바 있는 Ising 클러스터와는 구별되어져야 한다. 왜냐하면 Ising 클러스터는 모든 격자 점에 무질서 없이 스핀이 존재할 때, 동일한 종류의 스핀을 갖는 격자[image: image1.wmf]}
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 점끼리 연결한 클러스터이기 때문이다. 0
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 일 때 동일한 스미기 클러스터에 속하는 Ising 스핀들은 모두 동일한 스핀 값을 가져야 한다. 따라서 0
[image: image29.wmf]K
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에서의 자성은 작은 클러스터들의 스핀 분포와는 무관하고, Ising 스핀을 최대로 많이 포함하는 클러스터의 스핀 분포에 의존할 것이다. 그 이유는 작은 클러스터들의 스핀들이 +1, 혹은 -1의 값을 갖더라도 열역학적 극한에서 볼 때 작은 요동에 지나지 않기 때문이다. 그러므로 Ising 스핀을 가장 많이 갖는 클러스터에 속하는 격자 점의 총 수를 
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, 전체 격자 점의 총수를 
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이라 하면 (4.4) 식으로 대표되는 계의 0
[image: image32.wmf]K

o

에서의 단위 격자 당 자기 모멘트 
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이 된다. 따라서 특히 0
[image: image35.wmf]K
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에서 자성은 
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 값이 존재하느냐 그렇지 않느냐에 달려 있다. 

      이 문제를 다른 각도에서 생각해 보면, 주어진 격자 구조에서 각 격자 점을 다른 격자 점의 상태와 관계 없이, 무작위로 확률 
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로 채우거나(존재하게 하거나), 확률 
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로 비워둔(존재하지 않게 한) 다음, 이웃하는 두 격자 점이 모두 채워져 있으면 그 결합선을 연결하여 만든 클러스터들의 분포를 구하는 문제와 동일한 문제라 생각된다. 이 때의 격자 구조를 희석된 격자 구조(diluted lattice)라 부르고 
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를 격자 농도(lattice concentration)라 부른다. 또 이렇게 구성되는 기하학적 클러스터가 바로 앞에서 언급한 스미기 클러스터가 될 것이다. 이러한 클러스터 중 최대 클러스터(또는 격자 점을 가장 많이 포함하는 클러스터)에 속하는 격자 점의 수 
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와 격자 점의 총 수 
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의 비 
[image: image42.wmf]N

N

/

max

는 
[image: image43.wmf]¥

®

N

인 극한에서에서 (4.6) 식에서 정의한 
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 값과 일치한다. 또 
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가 0이 아닌 값을 가지려면 당연히 
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가 되어야 한다. 따라서 
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이 되는 클러스터를 바로 무한 클러스터(infinite cluster)라 부르고, 그 외의 클러스터들을 유한 클러스터(finite cluster)라 부른다. 또, 희석된 격자구조에서 
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이 성립할 때 스미기(percolation) 현상이 나타났다고 말하고, 
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를 임의의 격자 점이 무한 클러스터에 속할 확률 또는 스미기 확률(percolation probability)이라 부른다. 

      이러한 무한 클러스터의 존재와 스미기 현상의 진정한 물리적인 의미는 그 클러스터의 기하학적 연결성(geometrical connectivity)에 있다. 스미기 또는 여과란 말도 바로 이러한 연결성을 그 바탕에 두고 있다. 종이 한쪽 끝을 액체에 넣고 종이의 반대 쪽 끝으로 액체가 스며 드는 현상을 관찰하면, 종이 전체를 적시는 것이 아니라 일부분을 적시면서 한쪽 끝에 도달하는 하는 현상을 볼 수 있는데 이 현상이 바로 스미기 현상이라고 할 수 있다. 또 종이의 질에 따라서 이러한 스미기 현상이 나타날 수도 있고 그렇지 않을 수도 있다. 흔히 여과지라 부르는 종이는 스미기 현상이 잘 나타나는 종이라 할 수 있다. 이런 기하학적 연결성과 스미기와의 관계를 격자 구조에서 전산 시늉으로 살펴 보자. 그림 4.2는 
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서 농도 확률이 a)
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일 때의 스미기 클러스터 구조이다. b)의 경우와 c)의 경우에서의 최대 클러스터의 연결성을 논의해 보자. 격자 구조의 상 변의 한 점에서 출발하여 최대 클러스터를 따라 내려 가면 (c)의 경우는 하 변의 한 점으로 무사히 도착하지만, (b)의 경우는 그렇지 못하다. 이러한 기하학적 연결성이 바로 무한 클러스터의 존재, 또는 스미기 현상의 물리적 의미라 할 수 있다. 즉 무한 클러스터의 유무가 이러한 기하학적 연결성의 유무로 직결되고, 또 스미기 현상을 좌우한다고 할 수 있다.

.   이러한 스미기에 대한 이론들은 4.2 절 이후에서 자세히 논의하기로 하고 여기서는 이러한 스미기를 이론적 모형으로 하여 설명할 수 있는 현상 중 몇 가지만 예를 들어 살펴보기로 하자. 그 첫번째가 금속-절연체 상변이(metal-insulator transition)[MOT79] 또는 국소화 상변이(localization transition) [AND59]이다. 이 현상은 금속 또는 반도체에 절연체를 불순물로 혼합하거나, 격자의 위상학적 무질서를 증가 시키면 전도도가 현저히 떨어져 결국 절연체로 변하는 현상을 말한다. 이러한 현상의 고전 물리학적 모형 중 하나가 바로 스미기이다[THO79]. 또는 중합체에서 나타나는 sol-gel 상전이(sol-gel transition)를 들 수 있다. 이 현상은 달걀을 삶을 때 열을 가하면 액체와 같은 sol 상태가 반 고체와 같은 gel 상태로 변하는 것을 연상하면 이해할 수 있을 것이다. sol 상태는 개개의 중합체가 분리되어 있는 상태이고,  gel 상태는 중합체 들이 하나의 연결망(network)을 형성한 상태를 의미한다. 이 sol-gel 상전이 현상도 스미기에서 무한 클러스터를 형성하는 문제와 비슷하다고 Flory 등[FLO69,GEN79]이 주장하였다. 세번째로 거시적 문제를 예를 들면 삼림 화재(forest fire)와 전염병 문제가 있다. 숲에 화재가 국소적으로 생겼을 때 화재가 숲 전체로 번질 것이냐, 그렇지 않으면 국소적인 화재로 끝날 것이냐의 문제도 인접한 나무 사이로 불이 옮겨질 확률에 의존한다. 즉 이 확률로 스미기 현상이 일어나느냐가 바로 삼림 화재(forest fire)의 문제라고 볼 수 있다. 또 전 도시로 전염병이 번질 것이냐의 문제도 비슷한 이유로 스미기 현상이라 볼 수 있다[STA85]. 이외에도 다양한 현상에서 스미기 상전이 모형이 적용되는데 이러한 현상에 대해서는 이 장의 참고 문헌 등을 참조해 주기 바란다.  [image: image717.wmf]100

100
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      이제 스미기 현상의 이론적 모형의 종류에 관해 알아보기로 하자. 스미기 모형은 크게 두 가지로 나뉘어 진다. 그 하나가 연속 스미기(continuum percolation)이고 또 하나가 격자 스미기(lattice percolation)이다. 보통 스미기 라면 후자를 의미한다. 연속 스미기란 흔히 스위스 치즈 모형(swiss-cheese model)이라 불리는데, 그 것은 스위스 치즈 덩어리 내부에 각종 크기의 구멍이 질서 없이 존재하기 때문이다. 따라서 연속 스미기는 전체부피와 채워져 있는 부분(구멍이 아닌 부분)의 부피의 비를 농도 확률 
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로 간주하고 이 
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와 스미기(연결성)와의 관계를 다루는 모형이다. 이에 비해 격자 구조에서 격자 점이나 격자 점을 연결하는 결합선을 무작위로 제거하면서(채우면서) 스미기를 고려하는 문제를 격자 스미기라 부른다. 격자 스미기도 남아 있는 격자 점의 확률 
[image: image57.wmf]p

와 스미기의 관계를 관심으로 하는 격자 점 스미기(site percolation)와 모든 격자 점은 채워져 있다고 보고 이웃하는 격자 점 사이의 결합선들을 임의로 제거할 때 남아 있는 결합선의 확률 
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와 스미기의 관계를 관심으로 하는 결합선 스미기(bond percolation)가 있다. (그림 4.3 참조)

      4.3 스미기 상전이( Percolation Transition)

      연속 스미기[LEI97]는 격자 스미기에 비해서 약간 다루기가 힘들지만 그 결과는 보편성이라는 입장에서 볼 때 격자 스미기의 결과와 일치하므로   이 논저에서는 주로 격자 점 스미기의 특성에 관해 논의하기로 하자. 스미기 현상을 해석적으로 정확히 이해할 수 있는 경우는 1 차원 격자에서와 Bethe 격자(Cayley 나무: Cayley tree)에서의 스미기이다.  

      1 차원 격자란 격자 점들이 일정한 간격(격자거리)으로 연속해서 분포하는 것을 의미한다. 이러한 1 차원 격자에서 격자 점이 채워질(존재할) 확률을 
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, 비어있을(존재 안 할) 확률을 
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이 된다. 그런데 1 차원 격자의 총 격자 점의 수가 
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가 되어야 한다. 왜냐하면 임의의 격자 점은 
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클러스터에 속하는 
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개의 격자 점 중 어떤 점도 될 수 있기 때문이다. 
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인 관계가 성립한다. 1 차원에서 과연 무한 클러스터가 존재할 확률 
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가 0이 되지 않을 
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 값은 무엇일까? 
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이 된다. 따라서 
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 일 때의 스미기 현상은 존재하지 않는다. 이 사실을 1 차원의 스미기 현상의 임계 확률(critical probabilty) 또는 임계 농도(critical concentration)가 
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=1이 되는 것은 1 차원의 스미기 클러스터의 구조적 특성으로부터도 쉽게 알 수 있다. 질량이(또는 격자 점의 수가) 
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인 1 차원 격자에서 최대 클러스터는 적어도 
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[image: image102.wmf]cN
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      스미기 현상의 특성을 결정하는 물리량 중 하나로 유한 클러스터들의 크기의 평균, 즉 평균 클러스터 크기(mean cluster size) 
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가 됨을 알 수 있다. 1 차원 스미기에 관한 이상의 결과를 보면 0 장에서 서술한 임계현상과 비슷한 점이 많다. 특히 
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값이 증가함에 따라 서서히 증가하는 것이 아니라 
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이 되는 현상이 나타난다는 사실을 알 수 있는데, 이러한 현상은 고온에서 온도를 내리면 임계 온도에서 질서 변수가 갑자기 나타나는 경우와 비슷한 현상임을 알 수 있다. 또 (4.11) 식에서 보면 
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로 정의할 수 있다. 1 차원에서 
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 값이 존재하려면 어떤 격자 점으로부터 거리 
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이 되어야 한다. 
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로 표현하면, 
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을 만족시킴을 알 수 있다. (4.15) 식의 결과도 임계 현상을 연상시키는 결과이다.  

      1 차원 스미기 현상과 임계현상과의 이러한 유사성이 스미기 현상의 일반적인 특성인지, 아니면 1 차원이라는 특수한 공간적 특성 때문에 나온 것인지를 알기 위해서 Cayley Tree 또는 Bethe 격자(Bethe lattice)라고 불리는 특수한 격자 위에서 스미기 현상을 다시 한 번 공부해 보자. 배위수를 
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로 하는 Bethe 격자 또는 Cayley Tree는 루우프(loop) 구조를 갖지 않는 격자 구조로 한 점(원점:0 세대)에서 시작하여 각 점에  k(=
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-1) 만큼의 이웃 격자 점을 계층적으로 붙여나가는 구조이다. (그림 4.4 참조.) 따라서 
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 차원 초격자에서 원점을 중심으로 반경 
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인 초구를 그리면 그 표면 위에 있는 격자 점의 수는 
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이 성립한다. 이 사실은 Bethe 격자의 차원이 
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임을 말해주고 있다. 이러한 Bethe 격자에서 격자 점 스미기 현상을 고려해 보자. Bethe 격자에서도 격자 점 스미기 현상에 관한 이론을 약간만 수정 하면 결합선 스미기 현상에도 적용할 수 있다는 것이 알려져 있다. 먼저 임계 농도 
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를 Bethe 격자에서 구해 보자. Bethe 격자의 구조 상 클러스[image: image718.wmf]2
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터를 형성하기 위하여 한 격자 점이 그 앞 세대와 이미 이어져 있다면 다음 세대와 이어질 방법의 수는 
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이다. 따라서 무한세대로 연결되어 무한 클러스터를 형성하려면 
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가 됨을 알 수 있다. 다음으로 임의의 격자 점이 무한 클러스터에 속할 확률 
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를 구해 보자. 주어진 격자 점(원점)에 연결된 
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개의 무한 크기의 가지(branch)들을 생각해 보자.(그림 4.4 참조). 그런데 이 각각의 대 가지들은 다시 이 가지와 같은 구조를 가진 
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개의 소 가지(sub-branch)로 구성되어 있다. 지금 어떤 가지가 무한 클러스터에 속하지 않을 확률을 
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라 하자. 이 확률은 다시 생각해 보면 다음 두 가지 경우가 일어날 확률의 합과 같다. 첫째 경우가 가지가 시작되는 격자 점이 비워 있는 경우(이 확률은 
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q

-

=

1

임)이다. 둘째 경우는 이 격자 점이 채워져 있는 상태에서  연결된 다른 
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개의 소 가지가 모두 무한 클러스터에 속하지 않는 경우(이 확률은 
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가 성립한다. 또 주어진 격자 점이 무한 클러스터에 속할 확률은 격자점이 존재할 확률 
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에 
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 개의 가지중 하나 만이라도 무한 클러스터에 속할 확률 
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이 성립한다. (4.16) 식의 
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라 두어 (4.16) 식에 대입하면, 
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이 성립한다. 따라서    
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이 됨을 알 수 있다. 또 Bethe 격자에서 
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일 때 원점이 속하는 유한 클러스터들의 평균 크기를 조사해 보자. 앞에서 논의한 가지들 중 하나에 속하는 유한 클러스터들의 평균 크기를 
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이라 하면, 그 가지에 소속된 소 가지중 하나에 속하는 유한 클러스터들의 평균 크기도 
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이 성립하여야 한다. 따라서 원점이 속하는 유한 클러스터들의 평균 크기 
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가 성립하므로
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이 됨을 알 수 있다. 이상의 결과에서 알 수 있는 것은 Bethe 격자에서의     스미기도 0 장에서 서술한 임계현상과 비슷한 현상을 보인다는 사실이다.  특히 
[image: image176.wmf]¥

P

가 
[image: image177.wmf]p

 값이 0에서 증가함에 따라 서서히 증가하는 것이 아니라 
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에서는 0이다가 
[image: image179.wmf]C

p

p

³

일 때 갑자기 
[image: image180.wmf]0

¹

¥

P

가 되는 현상이 나타나고, 더군다나 (4.19) 식에서 볼 때 
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가 임계 현상의 질서 변수와 같은 역할을 하며 그때 지수는 
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을 만족하는 것을 알 수 있다. 또 (4.22) 식에서 보면 
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인 극한에서 발산하는 것을 알 수 있는데 이러한 현상은 임계온도 근처에서 감수율이나 비열이 발산하는 현상과 비슷함을 알 수 있다. 

       이러한 스미기 현상은 
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인 격자나 Bethe 격자(
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인 격자)에서만 나타나는 것이 아니라 모든 격자에서 나타난다. 스미기 현상이 희석된 격자 구조에서 나타나려면, 무한 클러스터가 존재해야 하므로, 스미기 상전이는 기하학적 구조의 상전이를 의미한다. 따라서 스미기의 임계 농도 근처에서(
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 나타나는 임계 현상을 기하학적 상변이(geometrical phase transition)현상, 또는 기하학적 임계 현상(geometrical critical phenomena)이라 부른다.  이러한 격자 점(결합선) 스미기 현상의 임계 현상을 나타내는 임계 지수들을 정의해 보면 다음과 같다. 먼저 이 상변이의 매개 변수는 격자 점(결합선) 농도 
[image: image187.wmf]p

이다. 질서 변수(질서맺음 변수)는 당연히 스미기 확률 
[image: image188.wmf]¥

P

이고 질서 변수 지수 
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으로 정의된다. 또 평균 유한 클러스터 크기 
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에서 당연히 발산할 것이므로 클러스터 지수 
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와 같이 정의된다. 또 스미기 상관 함수 
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로 정의 되는 양이다. 여기서 
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이 동일한 클러스터에 속하면 1이고, 그렇지 않으면 0으로 정의 된다. 상관 거리는 
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인 관계로부터 정의된다. 상관 거리 지수 
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로 정의 된다. 앞으로 4.5 절에서 클러스터들의 축척 특성(scaling property)을 논의할 때 설명되겠지만 상관거리 
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는 유한 클러스터들의 기하학적인 크기를 나타낸다. 스미기 임계 현상의 임계 지수 
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들도 0 장의 온도 상전이에서의 임계 지수나, 3 장의 걷기 모형에서의 지수와 마찬가지로 스미기가 정의되는 격자의 종류에는 관계 없고 그 차원 
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에만 의존하는 보편성을 갖고 있다. 또 이 지수들 중 2 개만 독립인 것도 0 장의 온도 상전이의 임계현상과 비슷한데 이 것도 4.5 절에서 보일 스미기 현상의 축척 특성을 논의할 때 보일 것이다. 동일한 격자 구조 위에서 결합선 스미기 현상과 격자 점 스미기 현상도 동일한 임계 지수를 갖는 등, 임계 현상에 관한한 동일한 보편성을 갖고 있다는 것이 알려져 있다. 다만 임계 현상과 관계 없는 특성은 두 스미기 현상에서 서로 다르게 나타나는 것이 알려져 있다. 예를 들면 동일한 격자 구조에서 격자 점 스미기의 임계 농도를 
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라 하고 결합선 스미기의 임계 농도를 
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이 성립함이 증명되어 있다. 이 관계는 결합선과 격자 점의 기하학적 관계를 생각해 보면 분명해질 것이다. 따라서 격자 구조 위에서 스미기 현상의 보편성을 연구할 때는 격자 점 스미기와 결합선 스미기 중 사고하기 쉬운 모형을 선택하여 연구하고 있다. 

      스미기 임계 현상도 3 장의 자기 회피 걷기와 마찬 가지로 어떤 특정한 스핀 모형의 온도 임계 현상과 연관 관계가 있다는 것이 알려져 있다.  그 모형은 0 장에서 논의한 Ising 모형을 일반화 한 Potts 모형이다[POT52]. 
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로 정의되는 모형이다. 여기서 
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는 최근 접 이웃 격자 점의 쌍들을 의미하며 
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는 두 Potts 상태 
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가 같으면 1 이고, 다르면 0을 의미한다. 그러므로 2-상태 Potts 모형은 정확히 Ising 모형과 일치함을 알 수 있을 것이다. 
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인 극한에서의 Potts 모형의 임계 현상이 스미기 임계 현상과 일치한다는 것이 알려져 있다[KAS69,LUB79,HLC75]. 이러한 Potts 모형을 통해 연구한 결과 스미기 현상의 상임계 차원은 
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이고, 하임계 차원은 
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임을 알아내게 되었다[LUB79,HLC75]. 물론 
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이라는 사실은 이미 설명한 1 차원 격자에서의 스미기 현상의 특성으로부터 자명할 것이다.

      4.4 스미기 클러스터의 프랙탈 구조

      스미기 현상 및 희석된 격자에서의 클러스터 혹은 기하학적 연결성은 4.2 절에서 서술한 바와 같이 스미기 농도 
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 값에 따라 다음과 같은 3 가지 영역으로 나눌 수 있음을 짐작할 수 있을 것이다. 그 첫번째가 
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인 영역이다. 이 영역에서는 무한 클러스터는 반드시 존재하며, 대부분의 격자 점이 무한 클러스터에 속할 것이다. 따라서 이 영역에서는 격자의 양 쪽 끝을 연결하는 경로는 많이 존재할 것이다. 물론 
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인 이상 유한 클러스터가 존재하겠지만 무한 클러스터에 속하지 않는 격자점의 수는 아주 적어 
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-클러스터가 존재할 확률은 매우 작을 것이다. 따라서 임의의 점을 중심으로 반경 
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인 구의 내부에 존재하는 격자 점의 수는 
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에 비례할 것이다. 즉 이 영역에서의 프랙탈 차원은 바로 격자의 차원 
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와 같을 것이다. 따라서 이 영역을 앞으로 균일 영역(homogeneous regime) 또는 유크리드 영역(Eucledian regime)이라 부르기로 하자. 두번째가 
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인 영역이다. 이 영역에서는 균일 영역과는 반대로 무한 클러스터는 존재하지 않고 유한 클러스터 만 존재할 것이다. 농도 
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의 값에 따라 다르겠지만 
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가 아주 큰 클러스터가 존재할 확률도 매우 적을 것이다. 이러한 영역을 동물 영역(animal regime)이라 부르기로 하자. 이 명칭의 뜻은 4.5 절을 공부하면 분명해 질 것이다. 마지막 영역은 
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인 영역으로 스미기 상전이가 일어나는 임계 영역일 것이다. 임계 영역에서는 무한 클러스터가 겨우 생기기 시작하는 영역이다. 이 영역이 바로 우리가 스미기 현상을 논의할 때 주된 대상이 되는 영역이다. 이 영역에서는 임계 현상이 매우 큰 요동을 동반하는 현상이라는 사실에 비추어 볼 때 
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가 아주 큰 클러스터가 존재할 확률이 0은 아닐 것이다. 
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에 접근하는 경우만 고려하여야 한다.) 이러한 영역에서 무한 클러스터에 속하는 한 채워진 격자 점을 중심으로 반경 
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라 하자. 그러면 임의의 채워진 격자 점이 무한 클러스터에 들어갈 확률 
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에 비례할 것이다. 그런데 스미기 상관 거리 
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가 동일한 클러스터에 속할 임의의 두 점 사이의 평균 거리라 생각하면 
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가 성립할 것이다. 이 식과 (4.23), (4.25) 식 등으로부터 
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이 된다. 
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 값은 일반적으로 정수가 되지 않는다(4.5 절 끝의 표 4.2 참조). 이러한 무한 클러스터 (또는 
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가 매우 큰 클러스터)는 제 1 장에서 정의한 통계적 프랙탈의 제 특성을 만족함이 알려져 있다. 이러한 의미에서 
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를 스미기 클러스터(또는 무한 클러스터)의 프랙탈 차원이라고 부르고 
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인 영역에서의 무한 클러스터를 스미기 프랙탈(percolation fractal)이라 부른다. 이런 의미에서 
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인 영역을 프랙탈 영역이라 부르기로 하자. 
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인 프랙탈 영역에서 스미기의 연결성을 좌우하는 무한 클러스터의 기하학적 구조는 다음과 같이 설명할 수가 있다고 알려져 있다. 무한 클러스터의 구조를 크게 주골(backbone)과 주골에 붙어 있는  막다른 골목 길(dead end) 두 부분으로 분류한다. 무한 클러스터를 연결하는 결합선들을 도선이라 보고 격자 구조 양 쪽에 전압차를 주어 전류를 흘렸을 때 전류가 흐르는 부분을 주골이라 하고, 전류가 흐르지 않는 부분을 바로 막다른 골목 길, 또는 매달린 끝(dangling end)이라 부른다. 또 주골의 구조를 가장 잘 표현하는 이론은 교점-방울-연결선 이론 (node-blob-link picture)[STA85]으로 알려져 있다. 이상의 구조의 특성을 그림으로 나타내 보면 그림 4.5와 같다. 이 중 연결선이 스미기의 연결성을 결정하는 가장 중요한 구조로 거의 1 차원적 선의 형태로 구성되어 있다. 클러스터의 주골을 구성하는 결합선 들을 크게 적색 결합선(red bond)과 청색 결합선(blue bond)[CON82] 두 종류로 분류하는 이론이 있다. 위에서 언급한 클러스터에 흐르는 전류가 주어진 결합선을 끊으면 흐르지 못할 때 그 결합선을 적색 결합선이라고 하고, 끊더라도 전류가 다른 경로를 택해 흐를 수 있을 때 그 결합선을 청색 결합선이라 한다. 적색 결합선은 끊으면 무한 클러스터가 두 클러스터로 완전히 분리 된다. 따라서 연결선은 대부분 적색 결합선으로 구성되어 있다. 이에 비해 방울은 양쪽 끝을 연결하는 경로가 많이 있어서 주로 청색 결합선으로 구성되어 있고, 채워진 격자 점들이 밀집해 있는 곳이다. 전형적인 방울의  크기(반경)는 스미기 상관거리 
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 정도이다. 교점은 연결선 들이 교차하는 곳이다. 교점-교점 사이의 거리도 스미기 상관거리 
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 정도이다. 마지막으로 매
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달린 끝들은 주골에 매달린 1 차원 구조로 클러스터의 연결성과는 아무 연관이 없다. 이러한 무한 클러스터의 구조 이론은 5 장에서 논의할 스미기 클러스터 위에서 나타나는 동역학적 현상의 이해에 많은 도움을 줄 것이다. 

      이러한 스미기 프랙탈을 특징 짓는 제 성질에 관해 논의해 보자.  스미기 프랙탈의 가지치기(ramification)(1.6 절 참조) 차수는 유한하다. 즉 스미기 프랙탈의 임의의 부분은 유한한 수의 결합선을 차단하여 분리해 낼 수 있어서 유한 가지치기 프랙탈이다. 또 스미기 프랙탈은 당연히 연결성이 복잡하므로 프랙탈 위의 두 점을 연결하는 화학 거리 
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과 실제 거리 
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은 서로 비례하지 않을 것이고 따라서 당연히 
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인 관계((1.33) 식 참조)가 있을 것이다. 스미기 프랙탈의 
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 값은 4.5 절 끝의 표 4.2를 참조해 주기 바란다. 또 스미기 프랙탈의 주골도 당연히 새로운 통계적 프랙탈로 새로운 프랙탈 차원 
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를 갖는데, 이 값도 스미기 프랙탈을 특징 짓는 성질이라는 것이 알려져 있다. 마지막으로 스미기 프랙탈을 특징 짓는 것으로 외부 둘레점(external perimeter) 또는 껍데기 점(hull)이라 불리는 부분이 있다. 스미기 프랙탈의 둘레점이라 하면 스미기 프랙탈에 속하는 격자 점들의 최근접 이웃 격자점들 중 비어 있는 (또는 채워져 있지 않은) 점들을 의미한다. 특히 이중 껍데기 점들이란 비워 있는 격자 점들 만으로 구성된 연결선을 이용하여 격자 구조 외부와 연결되는 둘레점들을 의미한다. 이러한 껍데기 점(hull)들도 통계적 프랙탈로 독자적 프랙탈 차원 
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[DUP89]를 갖는 것이 알려져 있다. 

      이제 프랙탈 영역에서의 무한 클러스터(또는 
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가 매우 큰 클러스터)의 질량(채워진 격자 점) 분포에 관해 생각해 보자. 클러스터의 채워진 한 점에서 반경 
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인 초구를 그려 그 내부에 채워져 있는 격자 점의 평균 수를 
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를 만족할 것이다. 이 것은 
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인 영역에서는 스미기 클러스터의 프랙탈 성질의 자세함을 볼 수 있기 때문이다. 즉 연결선, 매달린 끝, 방울들의 구조를 볼 수 있는 거리이기 때문이다. 이에 비해 
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인 프랙탈 영역에서 
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이면 스미기 프랙탈이 갖는 세세함은 보이지 않고 균일 영역의 특성만 볼 수 있기 때문에 
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을 만족할 것이다. 또 
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인 프랙탈 영역에서는 무한 클러스터가 존재하지 않아서 
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인 영역에서는 질량이 증가하지 못하므로 
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가 될 것이다.  이상을 종합하면 프랙탈 영역에서의 
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이 된다. 여기서 축척 함수 
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인 성질을 갖는다. 또 클러스터의 채워진 한 점에서 화학 거리[MHR98]가 
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 보다 작은 영역에 있는 격자 점의 평균 수를 
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라 표시할 수 있을 것이다. 그런데 
[image: image297.wmf]l

l

x

>>

일 때에는 
[image: image298.wmf]d

l

l

M

=

)

(

(
[image: image299.wmf]C

p

p

>

) 또는 
[image: image300.wmf])

(

l

M

=const. (
[image: image301.wmf]C

p

p

<

)이 되어야 하므로 
[image: image302.wmf])

(

l

M

의 축척성은 

            
[image: image303.wmf](

)

l

lM

d

l

f

l

l

M

g

x

»

)

(







     (4.35)

이 되고, 여기서 축척 함수 
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인 성질을 갖는다.

      (4.32) 식 및 (4.36) 식의 물리적인 뜻은 우리가 고려하는 거리의 크기가 
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인 영역에서는 스미기 프랙탈의 특성이 나타나고 
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이면 균일 영역의 특성으로 교차하고, 
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이면 동물 영역으로 교차한다는 사실을 대변해 주고 있다. 특히 임계점 
[image: image310.wmf]C

p

p

=

에서는 
[image: image311.wmf]¥

®

p

x

라서 프랙탈 성질만 보이지만 물리적으로 프랙탈 영역에서 정확히 
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를 만족하는 경우는 거의 생기지 않으므로 (4.32) 식과 같은 교차 축척 관계식(crossover scaling relation)이 중요해 진다. (4.32) 식의 
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일 때의 함수 
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와 (4.30) 식의 결과를 이용하면 (4.28) 식을 얻을 수 있다.  이러한 교차 축척 특성은 스미기 현상의 프랙탈 영역에서 그 축척 특성을 결정하는 유일한 길이가 상관 거리 
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라는 것이다. 이 사실은 
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보다 작은 거리 영역에서는 스미기 클러스터의 프랙탈 성질이 나타나지만 
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보다 큰 영역에서는 그 관찰 대상의 프랙탈 성질이 없어지고, 균일 영역이나, 동물영역의 특성이 나타난다는 것이다. 이러한 성질을 잘 이용할 수 있는 곳이 바로 유한 크기 축척 이론(finite-size scaling theory)이다. 실험을 한다든지, 또는 전산 시늉을 할 때에는 무한히 큰 격자 구조는 사용하기가 실제로 불가능 할 것이다. 따라서 주어진 여건하에서 가장 큰 크기의 격자 구조를 사용하지만 그 격자의 크기는 유한할 것이다. 이러한 계에서 나타나는 현상이 바로 유한 크기 효과(finite-size effect)이다. 이러한 유한 효과를 고려하여 임계 현상을 다루는 기본 이론이 바로 유한 크기 축척 이론이다. 지금 대상이 되는 격자 구조의 길이 크기가 
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이라고 하자. 그러면 무한한 계에서 스미기의 어떤 성질 
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이였다면 유한 계에서 
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으로 쓸 수 있다.  이 식이 스미기 현상을 결정하는 유일한 길이는 
[image: image325.wmf]p

x

라는 사실은 유한 축척 이론에 응용한 결과이다. 그런데 
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이 되어야 한다. 이에 비해 
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을 만족한다. 

     마지막으로 스미기 프랙탈 중 적색 결합선만으로 구성된 부분의 프랙탈 차원 
[image: image335.wmf]red
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에 관해 논의해 보자. 스미기 프랙탈에서 반경이 
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을 만족한다고 알려져있다[CON82]. 따라서 적색 결합선들의 프랙탈 차원은 
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      4.5 스미기 클러스터와 축척 이론
      이 절에서는 스미기 클러스터들의 기하학적인 구조와 그에 따른 격자 점 당 존재하는 
[image: image340.wmf]-
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의 축척 특성에 관해 논의해 보기로 하자. 모든 논의는 격자 점 스미기 이론을 중심으로 논의가 진행되지만, 그 결론은 앞에서도 언급한 바와 같이 결합선 스미기 이론에도 대등하게 적용이 된다는 것을 다시 한 번 강조해 둔다. 

      주어진 격자 구조에서 
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클러스터들은 그 클러스터를 둘러싸는 비어있는 격자 점들, 즉 둘레점(perimter site)들의 수 
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을 생각해 보자. 모든 종류의 3-클러스터는 그림 4.6에 있는 2 종류의 클러스터를 회전하거나 거울 반사 등의 작용을 함으로써 얻을 수 있다. 그림 4.6a)와 같은 종류의 클러스터를 정방형 격자에서 만들면, 각 격자 점을 클러스터의 한 끝 점으로 하여 
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이 성립한다. 이러한 식으로 일반화 하면 각 격자 구조에서 
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이라 쓸 수 있다. 여기서 
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는 채워진 점의 수가 
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와 같은 함수 형태를 가짐을 증명할 수 있다[PAS81, LUM81, LUI78]. 따라서 
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가 됨을 알 수 있다. 또 
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일 때, 스미기 현상이 모두 동일한 상(phase)를 갖는다면 스미기 클러스터의 구조가 
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이 성립하는 것을 증명할 수 있다[SAT85,BUH91]. (4.45) 식과 (4.46) 식에 고무되어 여러 사람들이 연구한 결과 (4.43) 식의 
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와 같은 축척 특성을 갖는다는 것을 알아 내었다[STA85,ESS80]. 여기서 
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로 정의되는 환산 농도(reduced concentration)를 의미한다. 특히 (4.47) 식은 모든 격자 구조에서 성립한다는 것이 알려져 있다. 여기서 
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 등과 마찬가지로 스미기 임계현상의 보편성을 나타내는 임계 지수로 알려져 있다. 또 
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와 서로 독립이 아니라 연관 관계가 있는 지수라는 사실도 곧 증명하게 될 것이다. 또 (4.47) 식의 축척 함수 
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와 같은 지수 함수라 두어도 문제가 없다는 것이 알려져 있다[SAT85, ESS80].    

      (4.47) 식을 이용하여 스미기 상전이의 임계 지수 
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로 쓸 수 있다. 그런데 (4.49) 식의 
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에 관한 적분이 존재한다고 가정하면 (4.24) 식과 (4.49) 식으로부터
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라 쓸 수 있다. (4.49) 식의 적분은 
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으로 쓸 수 있다. 여기서 
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라 쓸 수 있다. 그러므로 (4.48) 식으로부터 
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이 되고, 이 결과를 (4.23) 식과 비교하면 
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을 얻을 수 있다.  이상의 계산에서 보면 
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와 같이 정의하면 
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의 축척 가설을 표현하는 (4.47) 식으로부터 
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라 쓸 수 있다. 이 식을 이용하면 모든 임계 지수가 두 지수 
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로 표시할 수 있다는 것을 알 수 있다. 이 사실은 0 장에서 논의한 바와 같이 열적 상전이(thermal phase transition)에서 환산 온도 
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를 이용한 (0.20) 식, 또는 (0.39) 식과 같은 축척 이론을 적용하면 모든 임계 지수를 
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로 표현할 수 있는 사실과 그 논리 전개가 동일하다는 것을 말해 주고 있다. 스미기 상전이가 기하학적인 상전이로 상전이 매개 변수가 농도 확률 
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로 사상하면(mapping), 두 상전이의 축척 가설들은 서로 어느 정도 유추(analogy)가 가능하다는 것을 알 수 있다.  지금 열 상전이의 자유에너지 
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에 대응하는 함수를 굳이 찾는 다면 (4.55) 식의 모우멘트 중 
[image: image421.wmf]0

M

 

            
[image: image422.wmf]a

s

t

-

-

=

=

=

å

2

1

0

p

p

n

M

s

s






     (4.57)

에 해당한다고 할 수 있다. 여기서 
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와 같이 
[image: image433.wmf]k

-계 미분하면 얻을 수 있다. 또 이 사실로부터 
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이다. 이 축척관계식은 (0.36) 식과 정확히 일치하는 것을 알 수 있다. 

      다음으로 스미기 클러스터의 축척 이론과 스미기 프랙탈의 특성을 이용하여 얻을 수 있는 임계 지수들을 생각해 보자. 먼저 생각할 것은 상관 거리 지수이다. 상관거리의 제곱 
[image: image438.wmf]2
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은 동일한 클러스터에 속하는 채워진 임의의 두 격자 점 사이의 거리의 제곱의 평균(또는 클러스터의 회전 반경의 제곱:(3.8) 식 참조)에 해당한다. 따라서 어떤 격자 점이 
[image: image439.wmf]-

s

클러스터에 속할 확률은 
[image: image440.wmf])

,

(

p

s

n

s

이고, 
[image: image441.wmf]-

s

클러스터에 속하는 임의의 점은 
[image: image442.wmf]-

s

클러스터의 
[image: image443.wmf]s

개의 다른 점과 연결할 수 있으므로 

            
[image: image444.wmf]å

å

=

s

s

gs

p

p

s

n

s

p

s

n

s

R

)

,

(

)

,

(

2

2

2

2

x







     (4.60)

과 같이 쓸 수 있다. 여기서 
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클러스터에서 속하는 임의의 두 점 사이의 평균 제곱 거리이다. 프랙탈 영역(
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이 성립할 것이므로 (4.56) 식 등으로부터
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이 성립한다. 따라서 (4.25) 식과 (4.28) 식 등으로부터 '
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이 성립함을 알 수 있다. 

      축척 이론의 결과는 결국 임계 지수 
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 중 두 개만 독립이고 나머지는 이 두 지수의 함수라는 사실이다. (4.47) 식의 축척이론을 
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로도 쓸 수 있어서, 축척 이론을 적용할 때 (4.63) 식이 편리한 경우는 이를 이용하는 경우도 많다. 

      이러한 축척이론을 적용할 때 주의할 모우멘트는 
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은 농도 확률 
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와 관계 있는 양으로 프랙탈 영역(
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을 계산할 때에는 (4.47) 식을 적용하면 안
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표 4.1: 스미기 임계지수 들(문헌의 결과[BUS91,STA85]들을 정리한 것임): 
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=2의 지수 값을 분수로 정확히 적은 것은 등각 장론의 결과임. 3 차원의 결과는 편의상 소수점 아래 두자리 숫자에서 반올림 했으며 오차의 범위는 생략했음.                         
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표 4.2: 스미기 프랙탈의 제 프랙탈 차원: data 정리 방법은 표 4.1과 같음.

        [BUS91, YK92, GRA98, STA85]                    
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으로 정의된다. 이때 분모는 
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]의 특이성(singular property)은 (4.64) 식의 분자의 특성만으로 정해진다. 
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가 됨을 알 수 있다. 

       여기까지 논의한 스미기 현상의 임계 지수들과 스미기 프랙탈의 제 프랙탈 차원을 최근의 문헌에서 나타난 정보들을 이용하여 정리하면 표 4.1, 4.2와 같다.

      4.6 스미기 상전이의 지수 계산법

      스미기 임계 지수들을 정확히 얻을 수 있는 경우는 앞에서 논의한 바와 같이, 1 차원 격자 및 Bethe 격자에서의 스미기가 있다. 또  2 차원 격자에서의 스미기에서도  등각 장론(한꼴마당 이론:confomal field theory)을 이용하면 정확히 구할 수 있다고 알려져 있다[DUP89,CAR92,SAL92]. 이러한 특수한 경우들을 제외하면, 임계 지수들을 해석적으로 정확히 구해낸다는 것은 거의 불가능하므로 문헌들에서 여러가지 근사적인 방법을 택하고 있다. 여기서도 3.9 절에서 논의한 바와 같이 몇 가지 전형적인 근사적 계산법을 간단히 논의해 보자. 이러한 근사적 계산 법을 적용할 때에 유의할 사항은 4.5 절의 축척이론에서 언급한 바와 같이, 임계 지수 사이의 축척 관계식 등이 성립하여 지수 중 2 개만 알면 나머지는 자동적으로 계산해 낼 수 있다는 사실이다. 이 사실을 근사적 계산 법에 사용하는 방법은 크게 두 가지가 있다. 그 하나는 여러 지수를 동시에 구할 수 없을 때에는 둘 만 구하여, 축척 관계식을 이용하여 나머지를 구하는 단순한 방법이고, 또 하나는 둘 이상의 지수를 구할 수 있을 때 사용한 근사적 계산법의 정확도를 축척 관계식 등을 이용하여 조사할 수 있다는 것이다. 스미기 현상의 근사적 계산 법의 전형적인 방법들도 3.9 절에서와 마찬가지로 수치적 방법(numerical method), 실공간 재규격화 군(real space renormlization group), 및 장론적 방법(field-theortic method) 등으로 분류할 수 있다. 

       수치적 방법 중 물리학사상 제일 먼저 연구된 방법은 우선 수치적으로 스미기 클러스터의 확률 분포 
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를 정확히 구하거나[GUT82,RED82](그림 4.6 참조), 또는 둘레 점 다항식
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 [ESS80]을 정확히 구하는 방법이다. 이 방법은 3 장의 엄밀 계산법을 설명할 때 언급한 바와 같이 고성능 전산기를 이용한다고 해도 한계가 있어서, 
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가 30 이상 일 때는 정확히 구하기가 매우 힘든 것으로 알려져 있다. 그러므로 이렇게 정확히 구할 수 있는 유한한 정보를 효과적으로 이용하는 방법은 
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의 멱 급수의 특이성(singular property of power series)을 이용하는 방법이다. 예를 들자면 그림 4.5c)에 있는 정방형 격자의 
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와 같이 된다. 이러한 급수 전개가 수렴하는 조건이 
[image: image501.wmf]C

p

p

<

이라는 사실로부터 (4.66) 식을

            
[image: image502.wmf]g

-

-

=

)

(

)

(

C

p

p

A

p

S







     (4.67)

을 멱급수 전개할 때의 최초의 항들이라고 간주하여, 가장 적합한 
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를 구하는 것이다. 이러한 방법으로는 멱급수의 
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을 이용하는 비율 방법(ratio method)과 급수를 적당한 다항식들을 분자와 분모로 하는 식에다 최적으로 맞추는 Pade 근사법(Pade approximant) 등이 있다[THO79,THM72]. 

      다음으로 Monte Carlo 시늉 내기(Monte Carlo simulation)에 관해 논의해 보자. 3.9 절에서 논의한 바와 같이 시늉 내기는 주요 샘플링이라는 개념을 기본 개념으로 하고 있다. 우선 난수를 이용하여 주어진 농도 확률 
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에 상응하게 채워진 격자 점 및 채워지지 않은 격자 점의 분포를 만든다. 이 단계를 구체적 예로 설명해 보자. 
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 크기를 가진 정방형 격자에서 
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에 상응한 격자 점의 분포를 만들면 난수의 특성 때문에 채워진 격자 점의 수가 대략 0.4
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 개를 중심으로 약간 많거나, 약간 적을 것이다. 그런데 이러한 요동은 
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을 사용하는 것이 좋다. 또 주어진 
[image: image515.wmf]p

에 대해서 될 수 있는 대로 많은 종류의 격자 점의 분포 들을 만들어 사용하는 것이 좋다. 다음으로 주어진 격자 점의 분포에서 4.8 절에서 설명할 계산 법을 이용하여 스미기 클러스터 분포, 즉 
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-클러스터 들의 수의 분포 
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을 계산한다. 이러한 클러스터의 수들을 여러 다른 격자 점의 분포에서도 구하여 이 들을 평균하여 
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의 정확도를 가능한한 최대로 증진시킨다. 이런 방법으로 여러 농도 
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을 바꾸어 가면서도 
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을 구한다. 이렇게 구한 
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들이 주어진 격자 구조 위에서의 스미기 현상을 분석하기 위한 시늉내기의 data가 된다. 이러한 data가 잘 구해 졌다면 
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가 성립할 것이다. 시늉내기로 구한 
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들을 활용하여 스미기 현상을 분석하는 방법에는  흔히 두 가지 방법이 사용되고 있다. 그 하나는 
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을 충분히 큰 것이라고 생각하고 가능한 
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 중 가장 큰 것을 골라 고정을 시킨 다음 스미기 현상의 분석을 시도하는 것이다. 이 방법은 
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에 대한 data를 단순히 이용하는 방법이다. 또 다양한 
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에 대한 
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들을 동시에 사용하는 방법이 있는데, 이 방법의 근간은 4.4 절에서 논의한 유한 크기 축척(finite size scaling) 이론이다. 

      먼저 
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에 관한 data를 단순히 이용하는 하는 방법을 한 두 가지 소개해 보자. 시늉내기와 관계 없이 이론적으로 
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를 알고 있는 경우가 있는데 이 경우는 이 방법이 상당히 좋을 수가 있다. 이런 경우가 2 차원의 삼각형 격자에서 격자 점 스미기와 정방형 격자에서 결합선 스미기 등으로 두 경우 모두 
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식에 맞추어 지수 
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를 구할 수 있다[STA85]. 또 
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로부터 지수 
[image: image543.wmf]s

를 구할 수 있다. (4.69) 식은 다양한 
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에 관한 data들이 모이게 되는 최적의 지수 
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를 구하면 된다[STA85]. (이러한 방법을 흔히 data를 축척 붕괴(scaling collapse) 시킨다고 말한다). 
[image: image554.wmf])

,

,

(

L

p

s

n

의 축척 관계식을 직접 이용하여 지수를 얻는 방법 외에 
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나 무한 클러스터의 프랙탈 성질 및 스미기 확률 
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를 사용하여 임계 지수를 얻는 방법 등이 있다. 여기서는 먼저 무한 클러스터의 프랙탈 차원 
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를 계산하는 하는 방법을 생각해 보자. 
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를 알고 있는 격자 구조 위에서 충분히 큰 격자를 잡고, 
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일 때 4.8 절에서 설명할 방법에 의해 최대로 큰 클러스터를 택한다. 이 클러스터의 한 점을 무게 중심으로 하는 길이가 
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인 초 입방체 내부에 있는 질량 
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를 구하면 된다. 그림 4.7은 크기가 
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에 관한 data를 표시한 것이다. 정방형 격자 위에서 격자 점 스미기 임계 농도는 
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으로 알려져 있는데 그림 4.7은 이 임계 농도에서 최대 클러스터를 전산 시늉으로 구하여 
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 맞춤(fitting)의 기울기로부터 
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=1.8958 임을 알 수 있는데 이는 이론 값인 91/48과 꽤 잘 일치함을 알 수 있다

    다음으로 4.4 절에서 논의한 유한 크기 축척 이론을 이용하여 지수를 얻는 방법에 관해 살펴보자. 유한 크기 축척 이론을 실제로 사용하는 방법은 여러 가지가 있는데 여기서는 길이 크기가 
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인 격자 구조의 농도가 
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을 사용하여 임계 지수를 얻는 방법에 관해 논의해 보자. 
[image: image577.wmf]p

에서 스미기 현상이 나타난다는 말은 그림 4.2에서와 같이 격자 구조의 한 쪽 끝에서 반대 쪽 끝을 연결하는 적어도 하나 이상의 클러스터(즉 spanning 클러스터)가 존재할 확률을 의미한다. 주어진 농도 확률 
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에서 스미기 시늉 내기를 
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 번 시행했더니 그 중 spanning 클러스터가 생긴 횟수가 
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와 같이 쓸 수 있다. 물론 
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도 유한 크기의 격자 구조에서 스미기 현상의 문지방 값(percolation threshold)을 파악하는데 중요한 역할을 한다. 
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이 된다. 
[image: image607.wmf]p

를 0으로부터 증가 시키면서 조사할 때 스미기 현상이 처음으로 나타날 때 
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로부터 계산할 수 있다. 이 것은 
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인 경우 뿐이라는 것을 상기하면 이해할 수 있을 것이다. 그런데 (4.71) 식과 (4.72) 식으로부터  
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[image: image726.wmf]1000
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이 성립됨을 알 수 있다. (4.73) 식을 이용하면 바로 지수 
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를 구할 수 있는데 그 방법은 다음과 같은 절차를 밟으면 된다. 즉 
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를 0 으로부터 증가시키면서 처음으로 스미기 현상이 나타나는 
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를 전산 시늉으로    평균하여 
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의 의존도를 조사하여, 그 관계가 가장 좋은 직선이 될 때의 
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 값이 지수 
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값이 된다. 또 그 때 직선의 절편이 바로 임계 농도 
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를 0으로부터 증가 시키면서 조사할 때 스미기 현상이 처음으로 나타날 때의 평균 
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 이라 하면 (4.71) 식으로부터 
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[image: image727.wmf])
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이 되는데 이 관계를 이용해도 지수 
[image: image634.wmf]n

값을 얻을 수 있다.

      4.7 재규격화 군과 임계 지수

       다음으로 실공간 재규격화 군(real(position) space renormlization group)을 이용하는 방법에 관해 논의해 보자. 이 방법과 3.9 절에서 논의한 걷기 모형에 대한 실공간 재규격화 군론의 적용과는 수학적으로는 거의 같다는 사실을 염두에 두고 논의를 시작해 보자. 지금 
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 차원 초격자 구조 위에서 
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개의 단위 cell로 구성된 격자의 한 부분에서 스미기 현상을 생각해 보자. 이 격자의 일부분을 둘러싸는 초표면(hyper surface) 중의 특정한 면에서 반대 방향에 있는 초표면을 연결하는 spanning 클러스터들이 나타날 확률들을 
[image: image637.wmf])

(

p

P

bi
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개의 단위 cell들의 집합을  1 개의 단위 cell로 변환하면 길이가 
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로 축척 되는 축척 변환(그림 0.1 참조)이 일어난다. 축척된 단위 cell의 양끝을 연결할 확률을 
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이라 하면 축척 변환 전후의 농도 확률 사이의 관계는 
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이 된다. (4.75) 식이 바로 스미기 현상에 대한 실 공간 재규격화 군 변환식 (real-space renormalization group transformation)이다. (4.75) 식에 의해 자기 자신으로 변환되는 
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식을 만족하는 
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들이 (4.75) 식의 부동점(fixed point)이 된다. 그런데 스미기 상전이를 결정하는 유일한 거리 크기가 상관 거리 
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에서 보면 재규격화 군 변환 (4.75) 식에 의해 
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. 와 같이 쓸 수 있다. 그런데 거리를 
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로 축척하면, 
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가 성립하여야 한다. 따라서 지수 
[image: image656.wmf]n

는 (4.77) 식과 (4.78) 식으로부터
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으로 된다. (4.79) 식이 바로 실공간 재규격화 군론을 이용하여 지수를 얻는 방법을 표현해 주고 있다. (4.79) 식을 이용하여 
[image: image658.wmf]n

를 구하는 재규격화 군론을 사용하려면 결국 변환식 (4.75)를 정확히 구해내어야 한다. 그러나 3.9 절에서도  언급했듯이 (4.75) 식을 정확히 구하는 방법이 별로 없다는 것이 바로 재규격화 군론의 문제점이다. 재규격화 군론을 좀 더 이해하기 위하여 스미기 현상에 대한 재규격화 군론을 구체적으로 적용해 보자. 그림 4.9와 같이 정방형 격자에서 
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일 때 결합선 스미기(bond percolation) 모형을 이[image: image728.wmf])
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용하여 (4.75) 식을 얻는 방법을 생각해 보자. 그 중 가장 간단한 방법이 원점에서 수평 축 방향의 두 끝 격자 점들(그림 4.9에서 x로 표시한 격자 점들)을 연결하는 spanning 클러스터들의 존재 확률의 합을 축척 된 격자에서 수평 결합선이 존재할 확률 
[image: image660.wmf]'
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에 대응시키는 방법이다[RKS79]. 그림에서 보듯이 이러한 방법을 적용하면 6 개의 결합선으로 이루어진 spanning 클러스터가 1 개, 5 개의 결합선으로 이루어진 클러스터가 6 개, 4 개의 결합선으로 이루어진 클러스터가 13 개, 3 개의 결합선으로 이루어진 클러스터가 10 개, 2 개의 결합선으로 이루어진 클러스터가 2 개가 있으므로 재규격화 군 변환 식은
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이 된다. 이 식의 의미 있는 부동점은 
[image: image662.wmf]2
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이 되는데 이는 정방형 격자 위에서의 결합선 스미기의 임계 확률 
[image: image663.wmf]2
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과 정확히 일치한다. 이 사실은 우연의 일치이다. 왜냐하면 (4.80) 식이 정확한 변환식이 아닌 것이 분명하기 때문이다. 
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과 (4.77) 식  및 (4.79) 식을 이용하여 지수를 구하면 
[image: image665.wmf]43
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정도가 나온다. 이는 2 차원에서 정확한 값 4/3[NIE82](표 4.1 참조)에 비하면 꽤 큰 값이지만 계산 방법의 불확실성을 고려할 때 상당히 좋은 근사 값이라고 할 수 있다. 3.9 절에서 언급한 바와 같이 이러한 소규모 cell 재규격화 군론(small cell renormalization group)은 본질적으로 이론적 한계를 갖고 있다. 여기서도 이러한 한계를 벗어나려면 축척율 
[image: image666.wmf]b

를 될 수 있는 대로 크게 하는 군론을 생각하여야 하며, 따라서 Monte Carlo 시늉내기와 재규격화 군론을 상호 보완적으로 조화시키는 이론인 Monte Carlo 재규격화 군론[STA86,SRF82]이 필수적이다. 스미기 현상의 Monte Carlo 재규격화 군론은 4.4 절에서 사용한 유한 크기 축척이론을 효과적으로 조화시키는 방법을 택하는데 이에 관심 있는 독자는 참고 문헌 [SAT86,SRF82] 등을 참조해 주기 바란다. 

       스미기 현상에 장론적 방법(field-theortic method)의 적용은 크게 두가지로 나누어 진다.  그 첫번째가 3.9 절에서 언급한 바 있는 
[image: image667.wmf]e

-전개 이다. 4.3 절에서 언급한 
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-상태 Potts 모형을 Hubbard-Stratonovich 변환 등을 이용하여 (3.26) 식에 해당하는 장론적 하밀토니언을 만들어서 
[image: image669.wmf]e

-전개 한 후 q=1을 대입하면 스미기 현상의 임계지수들을 얻을 수 있다. 그런데 스미기의 상임계 차원이 
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을 만족하므로 
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임을 고려하면 물리적으로 중요한 
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에서의 유용성은 떨어진다고 할 수 있다. 여기서는 
[image: image673.wmf]e

-전개의 결과[LUB79, HLC75]만 언급하면 

            
[image: image674.wmf]....

12348

/

61

7

/

1

....

37044

/

589

2

/

1

2

2

+

-

-

=

+

+

+

=

e

e

b

e

e

n

                           (4.82)

와 같다. 또 하나의 방법은 2 차원에만 적용되는 방법으로 등각장론(한꼴마당 이론:conformal field theory)[DUP89, NIE82, NIJ79,CAR92,SAL92]를 적용하는 방법이다. 이 등각 장론의 중요성은 2 차원에서 지수를 정확히 구할 수 있다는 사실이다(표 4.1 참조). 최근에는 이러한 등각장론 등의 정확한 해석적결과를 바탕으로 한 유한 축척 이론을 사용하는 전산 시늉의 방법을 통한 스미기 상전이의 임계 지수 등을 구하는 연구도 활발히 진행되고 있다[ZIF96,ZIF98]  

      4.8 격자 점 분포와 클러스터 분포 

      이 절에서는 격자 점들의 무작위 분포와 클러스터 구조와의 관계를 찾는 방법에 관해 논의해 보자. 이러한 계산법(algorithm)을 이용하여 전산기에서 프로그램을 만들어 data를 얻는 방법이 이 분야 연구의 상투적 수단이다. 이러한 계산법은 꽤 많은 종류가 개발되어 있으나 여기서는 대표적인 것 두 가지만 소개하겠다. 그 첫번째 방법은 무작위로 분포된 격자 점으로부터 클러스터들의 분포를 구하는 방법이고, 두번째는 임의의 클러스터를 주어진 조건에 맞게 하나의 씨앗 점(seed site)으로부터 성장시키는 방법이다. 

      첫번째로 임의의 격자 점 분포로부터 클러스터 분포를 구하는 방법을 생각해 보자. 이러한 방법 중 가장 잘 알려져 있고, 계산 상 매우 효과적인 계산 법으로 알려진 방법이 Hoshen-Kopelman 계산법(Hoshen-Kopelman algortihm)[HOK76]이다. 이 계산법에서는 채워진 격자 점들 중 동일한 클러스터들에 속할 격자 점들에는 동일한 번호를 붙이고, 다른 클러스터 들에 속할 격자 점에는 다른 번호를 붙이는 식으로 하여 클러스터 구조를 알아낸다는 철학을 가지고 있다. 이러한 효과적인 계산법이 있다면, 결과적으로 나타난 클러스터의 총 수는 붙여진 번호의 수가 되고, 주어진 번호의 수가 주어진 클러스터의 질량이 될 것이다. 또 스미기 연결성이 나타나는지를 알려면 최대 클러스터의 번호가 격자 구조의 한 쪽 끝과 반대 쪽 끝에 동시에 존재하는지를 확인하면 된다. 또 이 계산법을 이용하면 
[image: image675.wmf]-
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클러스터의 확률 분포를 알아낼 수 있으므로, 결국은 
[image: image676.wmf])
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 등을 얻을 수 있다. 그렇다면 어떻게 효과적으로 위에서 언급한 번호들을 격자 점에 붙일 것인가를 알아보자. 이 알고리즘은 복잡하므로 간단한 예를 통해 설명해 보자. 그림 4.10a)와 같은 
[image: image677.wmf]15
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 크기의 정방형 격자에서의 격자 점 분포를 생각해 보자(
[image: image678.wmf]o

는 채워진 격자 점,  
[image: image679.wmf]´

는 비워 있는 격자 점임). 첫 번째 행에서 시작하여 둘째 행, 셋째 행 순으로 번호를 붙여 나가되, 다음과 같은 방법으로 번호를 붙인다. 각 행에서는 먼저 좌측에서 우측으로 번호를 붙여 나가되, 좌측에 있는 최근접 격자 점이 채워져 있으면 그 번호와 동일한 번호를 붙이고, 좌측 점이 비워 있으면, 바로 위의 최근 접 이웃 점의 번호를 따르되, 위측의 점도 비어 있어면 번호를 1 증가 시켜 붙인다. 이런 식으로 번호를 붙인 결과는 그림 4.10b)와 같다.  이럴 때 문제는 2 행의 7 열에 있는 격자 점과 같이 좌측과 상측에 모두 채워진 격자 점이 있을 때 나타난다. 번호 2 는 좌측의 점을 따라 붙였는데 위측의 3 번으로 붙여진 격자 점도 같은 클러스터에 속하기 때문이다. 이런 모순을 해결하려면 이런 경우가 생길 때 마다, 이미 붙여진 2 번을 모두 3 번으로 바꾸던가, 3 번을 2 번으로 바꾸던가 해야 하는 데 그 때 마다, 이미 번호를 붙인 격자 점을 모두 다시 찾아가야만 한다. 이러한 계산법은 격자 구조의 크기가 작을 때는 별로 문제가 없으나, 격자 구조의 크기가 매우 클 때, 계산 시간이 엄청나게 증가할 것이 예상된다. 이런
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비 효율성을 효과적으로 제어하는 것이 바로 Hoshen-Kopelman 계산법의 주요 골자다. 위에서 언급한 바와 같이 각 격자 점에 번호 
[image: image680.wmf]I

를 붙이되,  새로운 번호 
[image: image681.wmf]J

가 생길 때 마다, 1 차원의 array 
[image: image682.wmf])

(

J

N

를 만들어서 2 행의 7 열과 같은 경우에는 해당하는 번호의 array 요소의 값을 
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과 같이, 하측의 격자 점 번호를 그 값으로 바꾸어 기억하고  그렇지 않은 경우는 array 값을 
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로 기억시킨다. 그림 4.10b)와 하단부의 
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들이 바로 이런 식으로 그림 4.10a)를 조작한 결과이다. 이제 이렇게 만들어진 
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들을 이용하여 
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이면, 번호 
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를 가진 점을 모두 
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로, 바꾸고, 
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인 array 요소를 삭제하는 등의 조작을 계속하여 
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가 되는 array 요소만 남을 때 까지 조작하면, 원하는 클러스터 분포를 얻을 수 있다. 그림 4.10c)가 이러한 조작을 가한 최종  결과이다. 그런데 이제까지는 격자 구조의 좌우 양 끝과 상하 양 끝에 있는 격자 점을 최근 접 이웃 점으로 간주하는 주기적 경계 조건(periodic boundary condition)을 쓰지 않았다. 그런데 유한 크기에서의 결과를 무한 크기의 결과에 좀 더 근접하게 만들기 위해서 흔히 주기적 경계 조건(periodic boundary condition)을 쓰는데, 그림 4.10c)에 주기적 경계 조건을 쓰면 4.10d)와 같이 되어, 클러스터 구조가 단순해 짐을 알 수 있다. Hoshen-Kopelman 알고리즘은 스미기 현상에 매우 중요한 역할을 하는 기본적 계산법으로 알려져 있다.

      다음으로 임의의 클러스터를 주어진 조건에 맞게 씨앗 점(seed site)으로부터 성장시키는 방법에 관해 연구해 보자. 이러한 성장은 제 6 장에서 논의할 응집체의 성장과도 밀접한 관계가 있다. 이미 연구되어 있는 여러  방법 중 여기서는 Leath 방법(Leath method)[LEA76]에 관해서만  살펴 보기로하자. 우선 한 격자 점(씨앗 점)을 잡고 그 이웃들을 확률 
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로 채우거나, 
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의 확률로 막아버린다. 그 다음 채워진 점들의 최근 접 이웃 점(또는 만들어진 클러스터들의 둘레 점)들 중, 그 전 단계에서 막아버린 격자 점을 [image: image730.wmf]p

d

제외한 점(앞으로 이러한 격자 점들을 성장 점(growth site)이라 부르기로 하자)들을 확률 
[image: image694.wmf]p

로 채우거나, 
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의 확률로 막아버린다. 이렇게 하여 각 단계에서, 새로운 성장 점들을 찾고, 이 점들을 
[image: image696.wmf]p

로 채우거나, 
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의 확률로 막아버리는 과정을 되풀이하여 성장점이 모두 막히거나, 또는 예상했던 질량을 가진 클러스터로 성장하면 성장을 멈추는 계산법이다. 이러한 계산법으로 만든 
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클러스터의 발생 확률은 (4.8) 식의 
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 EMBED Equation.3  [image: image700.wmf])
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와는 이론적으로는 일치할 것이다. 즉 주어진 확률 
[image: image701.wmf]p

로 Leath 방법에 의해 클러스터를 성장시킬 때 성장 시도의 횟수를 
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이라고 하고, 그 중 질량이 
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가 될 때 까지 무사히 성장한 횟수를 
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이 될 것이다. 이러한 사실을 효과적으로 이용하는 것이 Leath 방법의 목적이라 할 수 있다. Leath 방법은 주어진 스미기 클러스터 내부의 구조적인 그리고 물리적인 특성을 공부하는데 유용하다. 무한 클러스터에 버금가는 클러스터를 
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에서 Leath 방법에 의해 얻게 되면, 스미기 프랙탈의 주골(Backbone), 교점, 방울, 연결선, 막다른 골목 길, 적색 결합선, 청색 결합선 및 껍데기 점들과 같은 하부 구조들에 관한 정보들도 효과적으로 얻을 수 있을 것이다.

      이외에도 스미기에 대한 여러 계산법이 알려져 있는데 이에 관한 논의는 참고 문헌[STA85,BUS91] 등을 참고해 주기 바란다. 

      4.9 스미기 모형과 관계가 깊은 제 모형들
      이 절에서는 스미기 모형과 관계가 깊은 이론적 모형 중 물리적으로 흥미 있는 모형에 관해 논의해 보자. 

     첫번째로 방향성 스미기 (directed percolation) 또는 비등방성 스미기 (anisotropic percolation) 모형에 관해 생각해 보자. 방향성 스미기는 격자 스미기를 수정한 모형으로, 격자 스미기 클러스터에서 특정한 축(들)의 + 방향으로만 결합선이 연결되었다고 생각하고 특정한 축(들)의 - 방향으로는 이어진 결합선도 끊어졌다고 생각하는 모형이다. 예를 들어 그림 4.3의 c)에 있는 결합선 스미기의 예를 
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 쪽으로 향하는 방향성 스미기 모형으로 바꾸면 그림 4.12와 같이 바뀐다. 이러한 방향성 스미기의 임계 농도는 당연히 보통의(비방향성의) 스미기의 임계 농도보다 커야 된다[EDA86]. 이러한 방향성 스미기 모형의 임계 현상은 당연히 비등방성을 갖게 된다. 예를 들면 상관 거리 
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도,  방향성 스미기에서 지향하는 방향으로의 상관 거리 
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과 이에 수직 방향의 상관 거리 
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으로 달라지고, 이에 따라서 임계 지수도 
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으로 정의되는 
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과 
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 두 개가 필요하게 된다. 이러한 방향성 스미기의 문제는 스미기 문제 자체 뿐만 아니라, 담근진한 무질서가 있는 매질에서의 표면 거칠기 현상(제 7 장 참조) 등의 다양한 분야[PAP94,HAP99,CAR99]에서 중요한 모형이 되고 있다. 
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      두 번째로 논의할 모형은 침투형 스미기(invasion percolation) [CHA82, WIW83]이다. 이  모형은 다공질(porous)의 매질에서 기름-물과 같이 석이지 않는 두 유체가 있을 때, 한 유체가 다른 유체를 밀어 낼 때의 동역학적 성질을 모형화 한 것이라 할 수 있다. 이제 침투형 스미기 모형을 정방형 격자 구조 위에서 설명해 보자. 그림 4.13과 같이 각 격자 점에 0과 1 사이의 난수를 할당한다. 이 것은 다공질 물질 안에 존재하는 기름(또는 한 액체) 들을 침투해 들어오는 물(다른 액체)이 밀어낼 때 다공질 물질에 존재하는 구멍들이 갖는 다양한 구조(병목 지점, 크기가 큰 직선 통로 등등) 때문에 생기는 각 지점의 저항을 나타낸다고 할 수 있다. 다음으로 침투하는 액체는 좌측으로부터 들어온다고 가정하여 가장 좌측에 있는 첫 번째 열의 격자 점 중 할당된 난수가 가장 큰(저항이 가장 작은) 격자 점을 스미기 클러스터의 격자 점(씨앗 점)으로 만든다. 다음 단계로 각 단계에서 생긴 클러스터의 둘레 점(perimeter site)들 중 할당된 난수가 가장 큰 점을 클러스터에 귀속시킨다. 이런 식으로 계속하여 클러스터를 성장시켜 클러스터가 처음으로 우측 끝에 도달하거나 침투하는 유체가 존재하는 유체를 두 부분으로 완전히분리시키면 성장을 정지시키는 모형이다. 이렇게 성장을 정지 시키는 이유는 물(한 유체)에 의해  기름(다른 유체)이 두 부분으로 완전 분리되어, 이제 하나가 될 수 없기 때문이다. 이러한 침투형 스미기 클러스터들의 프랙탈 차원은 보통의 스미기 클러스터의 프랙탈 차원보다 약간 작은 것으로 알려져 있고, 보편성도 보통의 스미기 모형이 갖는 보편성과 다르다는 것이 알려져 있다. [WIW83]

[image: image732.wmf]r

r

M

ln

)

48

/

91

(

)

(

ln

=

      이 밖에도 4.2 절에서 언급한 중합체의 sol-gel 상전이를 화학 결합 효과를 충실하여 모형 화한 동적 gel화(kinetic gelation)[HER86,LEE97] 모형과, 채워진 격자 점에 들어가는 입자의 종류가 두 종류 이상일 때를 모형 화한 AB-스미기 모형[HAL83], 격자점 스미기와 결합선 스미기를 동시에 고려한 격자점-결합선 스미기[STA85], 이웃하는 두 격자 점을 채우는 과정이 서로 연관되어 있는 협동적 스미기[ESS79, PAK88]등 다양한 모형들이 스미기 현상과 연관되어 연구되고 있다.
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그림 4.4: � EMBED Equation.3  ���인 Bethe 격자의 3 세대 까지의 구조.





b)
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a)





그림 4.2: � EMBED Equation.3  ��� 크기의 정방형 격자에서 농도 확률이 a) � EMBED Equation.3  ���, b) � EMBED Equation.3  ���, c) � EMBED Equation.3  ���일 때의 스미기 클러스터 구조이다. c) 에서 왼쪽은 단순히 채워진 격자 점의 분포를 보여 주고 있고 오른 쪽은 최대 클러스터에 속하는 격자 점의 분포를 나타내고 있다.
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그림 4.5: 무한 클러스터의 상징적 구조:교점-방울-연결선(주골) 등은 굵은 선으로, 매달린 끝은 가는 선으로 표시했음.  a) � EMBED Equation.3  ���일 때 b) � EMBED Equation.3  ���일 때.
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그림 4.6: 정방형 격자에서 두 종류의 3-클러스터(a), b)). � EMBED Equation.3  ���는 채워진 점 이고 � EMBED Equation.3  ���는 비어 있는 격자 점임. c)의 각 클러스터 밑에 적혀 있는 수는 그러한 클러스터가 존재할 격자점 당 격자 동물(latticce animal) 수 � EMBED Equation.3  ���를 나타낸다.








그림 4.7: � EMBED Equation.3  ��� 정방형 격자의 격자 점 스미기의 임계 농도에서의 최대 클러스터의 질량 분포 � EMBED Equation.3  ���. � EMBED Equation.3  ���-� EMBED Equation.3  ��� 맞춤의 기울기가 바로 프랙탈차원 � EMBED Equation.3  ���인데 이론 값인 � EMBED Equation.3  ���과 잘 일치함.(그림에서의 직선은 � EMBED Equation.3  ���을 그린 것임
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그림 4.9: 정방형 격자 위에서의 결합선 스미기(bond peroclation) 모형의 재규격화 군 변환(축척율 � EMBED Equation.3  ���1:2). 괄호안에 있는 수는 주어진 종류의 변환을 생성시키는 spanning 클러스터의 수를 의미하고, � EMBED Equation.3  ���등은 그러한 클러스터의 존재 확률을 의미한다.





그림 4.11: Leath 방법에 의한 정방형 격자에서의 클러스터의 성장. 격자 점들에 붙인 번호는 성장 단계를 표시하고, � EMBED Equation.3  ���는 각 단계에서 성장을 막아버린 격자 점들을 표시함.
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그림 4.1: 비자성체-Ising 스핀이 혼합된 정방형 격자에서의 스미기 클러스터 구조.(+,-는 Ising 스핀이 존재하는 격자 점, 0은 비자성체가 존재하는 격자 점을 나타냄.)





그림 4.3: 연속 스미기 a)와 2 차원 정방형 격자에서의 격자 점 스미기 b)와 결합선 스미기 c).
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그림 4.8: a) 주어진 농도 확률 � EMBED Equation.3  ���와 유한크기(L)의 격자구조에서 스미기가 일어날 확률 � EMBED Equation.3  ���a와 b) 그 미분 � EMBED Equation.3  ���b)





N[1]=1,N[2]=2,N[3]=3,N[4]=4,N[5]=4, N[6]=4,N[7]=7,N[8]=8,N[9]=9,N[10]=10, N[11]=9,N[12]=12,N[13]=4,N[14]=14,


N[15]=12,N[16]=13,N[17]=17,N[18]=18,N[19]=19,N[20]=18,N[21]=21,N[22]=22,N[23]=23,N[24]=20,N[25]=13,N[26]=26,N[27]=20,N[28]=13,N[29]=27,N[30]=13,N[31]=29,N[32]=20,N[33]=20
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N[1]=1,N[2]=2,N[4]=4,N[7]=7,[8]=8,N[9]=9,N[10]=10,N[12]=12,N[14]=14,N[17]=17,


N[18]=18,N[19]=19,N[22]=22,N[23]=23, N[26]=26





그림 4.10: � EMBED Equation.3  ��� 크기의 정방형 격자 구조에서 클러스터의 분석(Hoshen-Kopelman 계산법) a) 격자점 분포 b) Hoshen-Kopelman 계산법 첫 단계 c) Hoshen-Kopelman 계산법 최종 단계 d) 주기적 경계조건 까지 고려한 클러스터 구조    





그림 4.12: 정방형 격자에서의 비등방성 스미기





a)





b)





그림 4.13: a)정방형 격자에서의 침투형 스미기 시작시의 격자 구조. b)성장 후 클러스터의 질량이 20이 되었을 때의 클러스터





�
X�
X�
X�
�
�
X�
·�
·�
·�
X�
�
�
X�
X�
X�
�
�
 





�
�
X�
�
�
�
X�
·�
X�
�
X�
·�
·�
X�
�
�
X�
X�
�
�






�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
·�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
·�
�
�
·�
�
�
·�
�
�
·�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
·�
�
·�
�
�
·�
�
·�
·�
�
�
·�
�
�
·�
·�
�
�
·�
�
·�
·�
�
·�
·�
·�
�
·�
·�
�
·�
�
·�
·�
�
·�
�
�
·�
·�
·�
�
·�
·�
�
�
1�
�
2�
�
�
�
2�
�
�
4�
�
�
2�
�
8�
�
�
4�
�
�
�
4�
�
�
1�
�
�






X





X





X





�
X�
�
�
�
�
5�
4�
X�
�
�
�
X�
3�
4�
5�
�
�
X�
2�
X�
4�
5�
�
X�
1�
2�
3�
X�
�
�
X�
3�
4�
5�
�
�
�
X�
X�
�
�






gst





+ x





- y








1
4-20

[image: image733.wmf])

,

1

(

6

p

[image: image734.wmf])

,

1

(

6

p

[image: image735.wmf])

,

6

(

5

q

p

[image: image736.wmf])

,

13

(

3

4

q

p

[image: image737.wmf])

,

10

(

3

3

q

p

[image: image738.wmf])

,

2

(

4

2

q

p

[image: image739.wmf]=

b

:

1

[image: image740.wmf]y

x

q

p

[image: image741.wmf]´

[image: image742.wmf])

,

(

¥

Â

p

[image: image743.wmf])

,

(

L

p

Â

[image: image744.wmf]c

p

[image: image745.wmf]c

p

[image: image746.wmf]c

p

[image: image747.wmf]dp

p

d

)

,

(

¥

Â

[image: image748.wmf]dp

d

Â

[image: image749.wmf]p

[image: image750.wmf])

,

(

L

p

Â

[image: image751.wmf]dp

L

p

d

/

)

,

(

Â

[image: image752.wmf]15

15

´

[image: image753.png]


[image: image754.png]


[image: image755.png]s




[image: image756.png]e

T

_.w e
it

B, i
%hrw G
K Py
San

i TR

x 3




[image: image757.png]


[image: image758.png]


[image: image759.png]


[image: image760.png]


[image: image761.png]Inr



[image: image762.png]


[image: image763.png]i




[image: image764.png]24 24 21 16121313 13

2720 2020 20 20 20 [l 26 12 [l 12 [l
125 27 [ 20l 20 [l 20 20|l 12 13 [l 50|

3120 2727 20 20 22 20 [l oa [l 12 12 13

202727 202020

2aff2121 1613 13 ]

[]
Y
3
E
| |
-
g
e
§
R
| ]
5
g
| |
5
L




[image: image765.png]:eiei0101010
W:c15101010




[image: image766.png]0.14

0.02

0.22

042

062

032

072

090

013

020

0.14

0.97

031

070

019

093

034

031

090

097

0.09

0.90

0.28

048

036

037

097

052

038

033

0.84

0.60

051

0.60

039

013

041

036

099

075

0.96

016

0.32

0.52

068

042

010

020

028

093

042

0.54

0.10

0.55

o

091

010

014

061

063

0.54

0.54

0.58

074

096

071

013

093

052

0.69

041

0.66

078

0.86

07

095

004

034

036

083

0.80

079

0.30

0.28

052

056

004

028

049

067

0.14

0.28

0.56

0.60

046

048

05

095

046

040




[image: image767.png]0.14|0.02|0.22|0.42 062 [032 [0.72 {0.90 | 0.13 | 0.20

034|081 |0.90{ 097

097|082 |0.38| 033

041|086 |0.99|075

0.10|0.20 |0.28| 093

0.10|0.14 |0.61| 063

0.13]0.93 |0.82| 0.6

0.04|0.84 |0.36] 0.83

0.04|0.28 |049| 0.67

0.14|0.28 |0.56 |0.60 {046 048 |0.05 | 0.95 | 0.46 | 0.40




_979995167.unknown

_981445421.unknown

_983354948.unknown

_983778286.unknown

_983778897.unknown

_992780012.unknown

_992782405.unknown

_992785822.unknown

_992785888.unknown

_992785919.unknown

_992785850.unknown

_992785797.unknown

_992783195.unknown

_992780815.unknown

_992781347.unknown

_992780974.unknown

_992780759.unknown

_983779790.unknown

_983780124.unknown

_983780158.unknown

_983780339.unknown

_983780346.unknown

_983780133.unknown

_983779831.unknown

_983779748.unknown

_983779758.unknown

_983778912.unknown

_983778600.unknown

_983778823.unknown

_983778866.unknown

_983778885.unknown

_983778853.unknown

_983778766.unknown

_983778791.unknown

_983778620.unknown

_983778447.unknown

_983778571.unknown

_983778582.unknown

_983778546.unknown

_983778312.unknown

_983778328.unknown

_983778300.unknown

_983358668.unknown

_983360214.unknown

_983364405.unknown

_983368911.unknown

_983379875.unknown

_983380545.unknown

_983778249.unknown

_983380493.unknown

_983380167.unknown

_983377403.unknown

_983377533.unknown

_983376926.unknown

_983377323.unknown

_983368721.unknown

_983368853.unknown

_983368704.unknown

_983361454.unknown

_983364343.unknown

_983360872.unknown

_983359425.unknown

_983360154.unknown

_983360206.unknown

_983359972.unknown

_983359316.unknown

_983359352.unknown

_983358705.unknown

_983357342.unknown

_983358623.unknown

_983358636.unknown

_983358569.unknown

_983355086.unknown

_983355114.unknown

_983354978.unknown

_981544844.unknown

_981833541.unknown

_981835191.unknown

_981885722.unknown

_981906248.unknown

_981908977.unknown

_981910951.unknown

_981907969.unknown

_981908066.unknown

_981908123.unknown

_981906249.unknown

_981886216.unknown

_981906242.unknown

_981906243.unknown

_981886284.unknown

_981886117.unknown

_981886170.unknown

_981885724.unknown

_981873399.unknown

_981879089.unknown

_981873278.unknown

_981834383.unknown

_981834689.unknown

_981835081.unknown

_981834619.unknown

_981834105.unknown

_981834235.unknown

_981834098.unknown

_981548276.unknown

_981555418.unknown

_981822405.unknown

_981833182.unknown

_981555419.unknown

_981548589.unknown

_981550252.unknown

_981555417.unknown

_981548726.unknown

_981548487.unknown

_981547060.unknown

_981548101.unknown

_981548232.unknown

_981547733.unknown

_981546171.unknown

_981546197.unknown

_981545123.unknown

_981541544.unknown

_981542897.unknown

_981544706.unknown

_981544750.unknown

_981543038.unknown

_981541836.unknown

_981542858.unknown

_981541625.unknown

_981453723.unknown

_981531104.unknown

_981539940.unknown

_981455630.unknown

_981447549.unknown

_981447711.unknown

_981446572.unknown

_980184040.unknown

_980322328.unknown

_980322755.unknown

_980337615.unknown

_980338031.unknown

_980338114.unknown

_980339533.unknown

_980338041.unknown

_980337993.unknown

_980336607.unknown

_980336714.unknown

_980335750.unknown

_980322452.unknown

_980322544.unknown

_980322375.unknown

_980321521.unknown

_980321651.unknown

_980322293.unknown

_980321534.unknown

_980321460.unknown

_980321471.unknown

_980185341.unknown

_980321258.unknown

_980321404.unknown

_980186253.unknown

_980186315.unknown

_980185978.unknown

_980184066.unknown

_980184631.unknown

_980178803.unknown

_980182715.unknown

_980183339.unknown

_980183929.unknown

_980183971.unknown

_980183889.unknown

_980183081.unknown

_980183166.unknown

_980182984.unknown

_980181065.unknown

_980182456.unknown

_980182365.unknown

_980182401.unknown

_980179961.unknown

_980180425.unknown

_980179884.unknown

_980094243.unknown

_980095299.unknown

_980178620.unknown

_980178714.unknown

_980095651.unknown

_980094782.unknown

_980095239.unknown

_980094330.unknown

_980094101.unknown

_980094206.unknown

_980094225.unknown

_980094173.unknown

_980000072.unknown

_980091165.unknown

_980092809.unknown

_980090274.unknown

_980000105.unknown

_979999894.unknown

_979999963.unknown

_979999824.unknown

_978683448.unknown

_978961620.unknown

_979732738.unknown

_979888336.unknown

_979894209.unknown

_979978905.unknown

_979992373.unknown

_979992475.unknown

_979992551.unknown

_979992596.unknown

_979992852.unknown

_979992511.unknown

_979992408.unknown

_979986662.unknown

_979992247.unknown

_979978979.unknown

_979976828.unknown

_979978812.unknown

_979978863.unknown

_979978606.unknown

_979978799.unknown

_979975286.unknown

_979976793.unknown

_979894270.unknown

_979889156.unknown

_979891837.unknown

_979893839.unknown

_979893984.unknown

_979892098.unknown

_979893426.unknown

_979891317.unknown

_979891785.unknown

_979891609.unknown

_979890350.unknown

_979888938.unknown

_979889090.unknown

_979889134.unknown

_979889012.unknown

_979888738.unknown

_979888785.unknown

_979888527.unknown

_979737160.unknown

_979739917.unknown

_979740344.unknown

_979740598.unknown

_979769777.unknown

_979887630.unknown

_979765786.unknown

_979740410.unknown

_979740102.unknown

_979740301.unknown

_979739981.unknown

_979739615.unknown

_979737209.unknown

_979737263.unknown

_979739593.unknown

_979736375.unknown

_979736642.unknown

_979737112.unknown

_979737139.unknown

_979736686.unknown

_979736985.unknown

_979736579.unknown

_979736603.unknown

_979736408.unknown

_979736025.unknown

_979736104.unknown

_979736162.unknown

_979736195.unknown

_979736059.unknown

_979733345.unknown

_979733375.unknown

_979733106.unknown

_979733284.unknown

_979717668.unknown

_979719454.unknown

_979731481.unknown

_979732556.unknown

_979732685.unknown

_979732713.unknown

_979732664.unknown

_979732092.unknown

_979732419.unknown

_979731965.unknown

_979731979.unknown

_979731940.unknown

_979731676.unknown

_979720591.unknown

_979720658.unknown

_979720711.unknown

_979720648.unknown

_979720305.unknown

_979720366.unknown

_979720325.unknown

_979720342.unknown

_979719775.unknown

_979718669.unknown

_979719026.unknown

_979719140.unknown

_979719291.unknown

_979718864.unknown

_979718828.unknown

_979717890.unknown

_979718252.unknown

_979718277.unknown

_979718061.unknown

_979717743.unknown

_979717791.unknown

_978961735.unknown

_978978943.unknown

_979372785.unknown

_979386059.unknown

_979393370.unknown

_979630350.unknown

_979632229.unknown

_979632826.unknown

_979632898.unknown

_979647349.unknown

_979648263.unknown

_979717594.unknown

_979717618.unknown

_979648244.unknown

_979633030.unknown

_979632836.unknown

_979632703.unknown

_979632533.unknown

_979630756.unknown

_979631988.unknown

_979630386.unknown

_979630436.unknown

_979393412.unknown

_979630096.unknown

_979629963.unknown

_979393377.unknown

_979392637.unknown

_979393309.unknown

_979393341.unknown

_979393145.unknown

_979391895.unknown

_979392569.unknown

_979387133.unknown

_979390984.unknown

_979373579.unknown

_979385559.unknown

_979385620.unknown

_979385631.unknown

_979385577.unknown

_979375362.unknown

_979381635.unknown

_979381739.unknown

_979381616.unknown

_979375047.unknown

_979373189.unknown

_979373508.unknown

_979373542.unknown

_979373230.unknown

_979373137.unknown

_979373170.unknown

_979373017.unknown

_979372848.unknown

_979370090.unknown

_979371489.unknown

_979371714.unknown

_979371925.unknown

_979371864.unknown

_979371648.unknown

_979371675.unknown

_979371629.unknown

_979370251.unknown

_979371245.unknown

_979371266.unknown

_979371210.unknown

_979371229.unknown

_979370746.unknown

_979370882.unknown

_979370798.unknown

_979370628.unknown

_979370229.unknown

_979369872.unknown

_979369957.unknown

_979370030.unknown

_979369920.unknown

_978979575.unknown

_979369357.unknown

_978979484.unknown

_978962228.unknown

_978962867.unknown

_978963021.unknown

_978978872.unknown

_978962928.unknown

_978962976.unknown

_978962507.unknown

_978962118.unknown

_978962217.unknown

_978962129.unknown

_978961778.unknown

_978962015.unknown

_978961667.unknown

_978875818.unknown

_978939448.unknown

_978940860.unknown

_978941321.unknown

_978941865.unknown

_978942116.unknown

_978941415.unknown

_978941465.unknown

_978940884.unknown

_978940114.unknown

_978940812.unknown

_978940102.unknown

_978939572.unknown

_978939872.unknown

_978887503.unknown

_978939188.unknown

_978939278.unknown

_978939325.unknown

_978939239.unknown

_978888100.unknown

_978938867.unknown

_978939110.unknown

_978889810.unknown

_978890770.unknown

_978938769.unknown

_978890855.unknown

_978890097.unknown

_978890737.unknown

_978889561.unknown

_978889737.unknown

_978888738.unknown

_978889474.unknown

_978888662.unknown

_978887824.unknown

_978887980.unknown

_978887806.unknown

_978887780.unknown

_978887676.unknown

_978886797.unknown

_978887064.unknown

_978887292.unknown

_978887335.unknown

_978887158.unknown

_978887034.unknown

_978876147.unknown

_978886774.unknown

_978875831.unknown

_978705438.unknown

_978706399.unknown

_978767930.unknown

_978767981.unknown

_978767861.unknown

_978706447.unknown

_978705995.unknown

_978706366.unknown

_978705610.unknown

_978684084.unknown

_978684277.unknown

_978705167.unknown

_978684177.unknown

_978683807.unknown

_978683960.unknown

_978683517.unknown

_978683629.unknown

_978270999.unknown

_978680885.unknown

_978681414.unknown

_978682646.unknown

_978683204.unknown

_978683245.unknown

_978683173.unknown

_978681447.unknown

_978681782.unknown

_978681957.unknown

_978681432.unknown

_978681125.unknown

_978681314.unknown

_978681363.unknown

_978681213.unknown

_978680929.unknown

_978680957.unknown

_978680913.unknown

_978439907.unknown

_978452139.unknown

_978677278.unknown

_978678333.unknown

_978678470.unknown

_978678494.unknown

_978678349.unknown

_978677486.unknown

_978676755.unknown

_978677186.unknown

_978455314.unknown

_978455870.unknown

_978456767.unknown

_978456862.unknown

_978457176.unknown

_978528264.unknown

_978456853.unknown

_978456467.unknown

_978456646.unknown

_978456230.unknown

_978455751.unknown

_978455837.unknown

_978455662.unknown

_978453751.unknown

_978453815.unknown

_978453701.unknown

_978441052.unknown

_978441422.unknown

_978451358.unknown

_978451909.unknown

_978452113.unknown

_978451757.unknown

_978451496.unknown

_978451643.unknown

_978451307.unknown

_978451321.unknown

_978441480.unknown

_978441265.unknown

_978441299.unknown

_978441384.unknown

_978441089.unknown

_978441145.unknown

_978440279.unknown

_978440912.unknown

_978440929.unknown

_978440755.unknown

_978440041.unknown

_978440220.unknown

_978439980.unknown

_978271560.unknown

_978437940.unknown

_978438602.unknown

_978439470.unknown

_978439628.unknown

_978438523.unknown

_978271642.unknown

_978437825.unknown

_978271665.unknown

_978271040.unknown

_978271373.unknown

_978271509.unknown

_978271076.unknown

_978271017.unknown

_978177189.unknown

_978180026.unknown

_978270213.unknown

_978270486.unknown

_978270969.unknown

_978270831.unknown

_978270906.unknown

_978270818.unknown

_978269704.unknown

_978270127.unknown

_978270202.unknown

_978270037.unknown

_978269251.unknown

_978269657.unknown

_978269498.unknown

_978269620.unknown

_978269414.unknown

_978259538.unknown

_978177698.unknown

_978179436.unknown

_978179500.unknown

_978179096.unknown

_978177233.unknown

_978177505.unknown

_978177212.unknown

_978164960.unknown

_978176887.unknown

_978177149.unknown

_978176636.unknown

_978176835.unknown

_978176430.unknown

_978164402.unknown

_978164901.unknown

_978164936.unknown

_978164548.unknown

_978164308.unknown

_978164396.unknown

_978164382.unknown

_977833546.unknown

_977902613.unknown

_977903749.unknown

_977905349.unknown

_977837583.unknown

_977833432.unknown

