제 3 장

프랙탈과 걷기 모형

          (Fractal and Walk Models)

      이 장에서는 물리학의 여러 분야에서 중요한 이론적인 모형이 되는 통계적(무작위) 프랙탈(쪽거리) 중 걷기 모형에 관해 살펴 보기로 하자. 걷기 모형의 기본이 되는 멋대로 걷기(마구 걷기:random walk)의 통계학적인 이론에 관해 먼저 논의하고, 이 이론으로 설명할 수 없는 다양한 걷기 모형에 관해 논의한다.  
      3.1 멋대로 걷기 (Random Walk)
      걷기 모형의 기본이 되는 멋대로 걷기(마구 걷기:random walk) 모형을 정량적으로 논의하기 전에 멋대로 걷기를 이론적 바탕으로 하여 설명할 수 있는 물리 현상들에 관해 살펴보자. 잉크를 물에 한 방울 떨어뜨리면 잉크 분자가 물 속으로 확산(퍼짐:diffusion)해 다양한 형상으로 퍼져 나갈 것이다. 이러한 확산 현상을 설명해 주는 가장 기본적인 통계역학적 모형이 바로 멋대로 걷기이다. 또 금속이나 반도체 소자 내부에서 전하들의 운동도 기본적으로는 확산 현상에 가까워서 확산 현상과 전하들의 이동도(mobility)를 연관짓는 Einstein 관계식(Einstein relation)이 물질의 전기전도도를 이해하는 가장 기본적인 법칙이라 할 수 있다. 또 세포 내부 물질의 운동도 기본적으로는 Brown 운동에 가깝고 그 Brown 운동의 이론적 모형이 바로 멋대로 걷기가 된다. 그림 1.2의 Brown 운동의 궤적은 2 차원 정방형 격자에서의 멋대로 걷기의 궤적(그림 3.1)과 거의 같은 모양을 하고 있음을 알 수 있을 것 이다. 또 단양체(monomer)들이 화학적 결합(chemical bond)으로 연결되어 형성된 중합체(polymer)의 성질을 결정하는 구조를 설명할 때에도 가장 먼저 사용되는 모형이 바로 멋대로 걷기 모형이다. 이렇게 멋대로 걷기가 다양한 현상의 이론적 설명의 기본이 될 수 있는 이유는 편향성(bias)이 없는 현상의 무작위적(random), 무질서적(disordered), 비평형적(nonequilibrium) 운동성을 확률론적인 입장에서 설명을 시도할 때 필연적으로 나타나는 기본적인 모형이기 때문이다. 

      이러한 멋대로 걷기 모형을 격자 구조(살창 구조:lattice structure) 위에서 생각해 보자. 주어진 d 차원 격자 구조에서 primitive lattice cell의 basis vector들을 ai들이라 하면 멋대로 걷기는 다음과 같이 정의 된다. 기본 시간(unit time)에 1 걸음(step)씩 걸어서 각 걸음을 연결하되 각 걸음은 멋대로 걷기하는 입자가 있는 격자 점에서 
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개의 최근접 이웃 격자 점(nearest neighbor lattice sites) 과 현재의 격자 점을 연결하는 결합선 vector (bond vector) 
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 무작위로 선택하는 것으로 정의된다. 즉 
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는 주어진 격자 구조의 배위수(coordination number)라 부른다. 출발 후 
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  (3.1)

이 된다. 지금 원점에서 출발하여 
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 걸음 걸은 후 위치 
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에  도착한 멋대로 걷기의 총 수를 
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 걸음 멋대로 걷기의 총 수 
[image: image15.wmf]R))

R

,

0

(

(

N

N

Á

S

º

Á

은 무작위성 때문에

            
[image: image16.wmf]N

N

z

=

Á








  (3.2)

이 된다. 
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개의 멋대로 걷기에 대한 평균, 
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>=0을 만족한다. 그러므로 멋대로 걷기의 물리적 특성(즉 멋대로 걷기를 하는 물리량의 확산되는 정도)을 결정하는 중요한 양은 평균제곱 변위(mean square displacement) 또는 평균제곱 양끝거리(mean square end-to-end distance) 
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은 (3.1) 식과 <
[image: image23.wmf]R

>=0으로부터 

            
[image: image24.wmf]>

×

<

+

>

<

>=

>=<

>

<

-

=<

å

å

å

=

-

=

=

N

i

j

i

j

i

N

i

i

E

R

1

1

1

1

2

2

2

2

u

u

2

u

R

)

R

(R


  (3.3)

이 된다. 그런데 
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는 멋대로 걷기의 무작위성 때문에 
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이 된다. 여기서 
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으로 기본 걸음 길이의 제곱 평균치를 의미한다. (3.4) 식의 중요한 의미는 멋대로 걷기의 
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은 걸음수 
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에 비례한다는 사실이다. (3.4) 식은 균일한 격자 구조에서 격자 점들을 연결하는 결합선을 따르는 멋대로 걷기의 물리적 성질을 잘 말해 주고 있다. 각각의 걸음을 멋대로 걷기를 구성하는 기본 구성 요소라 볼 때 출발점에서 거리 
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인 내부에 존재하는 걸음의 수 
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와 같은 멱 법칙을 만족하게 될 것이다. 또 평균적으로 볼 때 멋대로 걷기는 자기 상사성을 만족할 것이므로 (그림 3.1 참조) 일종의 통계적 프랙탈이라 볼 수 있고, 따라서 멋대로 걷기의 프랙탈 차원 
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를 만족한다. (3.4) 나 (3.6)은 멋대로 걷기가 존재하는 바탕 격자 구조나 격자의 차원 
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에 관계없이 성립하는 일반적인 법칙이다. 걷기 모형에서 걷기의 특성을 결정하는 또 하나의 물리량으로 
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  (3.7)

로 정의되는 회전 반경(radius of gyration) 
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가 있다. 멋대로 걷기의 
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이 되는 것을 알 수 있다. 따라서 멋대로 걷기의 
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과 마찬가지로 
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에 비례하는 것을 알 수 있다. 

      지금 까지는 격자 구조 위의 멋대로 걷기를 정성적인 입장에서 살펴보았다. 이제 멋대로 걷기를 정량적으로 살펴보기로 하자. 1 차원의 격자 구조 위에서 격자 거리(lattice distance)를 
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라 하자. 원점에서 출발한 입자가 어떤 격자 점에 도달한 후 그 다음 걸음에서 이웃하는 두 격자 점 중 오른쪽 격자 점으로 뛸 확률을 
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 걸음 후 입자가 존재하는 위치의 확률분포는 이항분포를 따를 것이다. 즉 입자가 오른쪽으로 
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 이 된다. 또 평균 변위, 또는 평균 양끝거리 
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이 되고 평균제곱 변위 또는 평균제곱 양끝거리는
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으로 된다. 이 경우는 평균 변위 자체가 
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인 경우로 (3.3) 식이나 (3.4) 식의 결과와 모순되는 것 같이 보이지만 
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 걸음 걸은 후 변위를 평균 변위 
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를 중심으로 하는 좌표계에서 관측한 변위 
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로 바꾸면 멋대로 걷기의 정성적인 결과 (3.3) 식 및 (3.4) 식과 일치한다. 특히 최근접 이웃 격자 점으로 뛸 확률 
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로 서로 같으면 정성적으로 유도한 멋대로 걷기의 결과로 정확히 환원된다. 
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인 경우는 오른쪽(왼쪽)으로 뛸 확률이 커서 오른쪽(왼쪽)으로 편향된 멋대로 걷기(biased (drifted) random walk)를 하는 경우로 정확히 멋대로 걷기라 정의하기는 무리가 있다. 이러한 편향된 멋대로 걷기는 확산을 하는 입자가 전하를 띄고 있을 때 일정 방향으로 전기장을 걸어준 경우를 연상해 보면 그 물리적인 뜻을 알 수 있을 것이다. 따라서 이러한 걷기 모형은 표류 확산(drifted diffusion)의 기본적인 모형이 될 수 있을 것이다. 그러나 그 통계적 성질은 (3.10) 식과 (3.11) 식에서 볼 때, 
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로 치환하면 보통의(비편향된) 멋대로 걷기(unbiased random walk), 즉 진정한 의미에서의 멋대로 걷기와 일치한다. 이항 분포에서 사상이 무한히 많이 일어날 때 정규분포로 접근한다는 정리[REI65]를 상기하면 (3.9) 식의 확률분포는 
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로 접근하는 것을 알 수 있다. 멋대로 걷기의 확률 분포가 
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에서 (3.12) 식과 같이 되는 것은 곧 증명할 중심 극한 정리(central limit theorem)의 일종이다. (3.12) 식에서 특기할 사항은 확률 분포 
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에 대해서 0 장과 1 장에서 설명한 축척관계를 만족한다는 것이다.   이 말은 
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로 결합된 변수의 함수로 표시할 수 있다는 뜻을 내포하고 있다. 이 축척성은 
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일 때만 나타나는 멋대로 걷기의 보편성(universality)으로 멋대로 걷기의 기본 걸음을 설정하는 확률 할당에 관계없이 나타나는 성질이라 할 수 있다. 
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이 유한할 때에는 확률분포가 (3.9) 식과 같이 되므로 (3.12) 식에서는 상당히 벗어날 것이다. 그러나 
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이 상당히 클 때에는 (3.12) 식과 (3.9) 식이 꽤 큰 영역에서 일치할 것이다. 이렇게 일치하는 영역을 멋대로 걷기의 축척 영역(scaling region)이라 부른다. 

      이상에서 1 차원 격자 위에서 나타나는 멋대로 걷기의 일반적 성질을 알아보았다. 이러한 멋대로 걷기의 특성은 2 차원, 3 차원의 Bravais 격자에서고 성립함을 보일 수 있고, 그 때의 확률 분포도 정확히 유도할 수 있다.[HAU87,BOU90] 그런데 그 특성은 1 차원 격자에서의 특성과 물리적으로 같다는 것이 알려져 있다. 
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 차원 격자 위의 멋대로 걷기에 대한 알려진 결과를 정리해 보면 다음과 같다. 격자 간격(lattice spacing)이 
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 차원 초입방(hypercubic) 격자 구조 위의 멋대로 걷기에서, 각각의 걸음이 결합선 vector (bond vector) 
[image: image85.wmf])
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으로 될 것이다. 따라서 
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차원 격자 구조에서의 멋대로 걷기의 확률분포는 격자 구조 때문에 약간 복잡해 지지만 물리적으로는 (3.12) 식과 같은 축척성을 가짐을 알 수 있다. 

      멋대로 걷기에 대한 연구 결과들을 찾아 보면 격자 구조 위에서의 멋대로 걷기를 특정 짓는 물리량으로 
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 걸음 후 출발점에 처음으로 돌아올 확률, 즉 최초 회귀 시간(first passage time) 확률 
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 걸음 후 처음으로 격자점 
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는 멋대로 걷기를 하는 격자의 차원에 의존하는 것으로 알려져 있다. 
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으로 된다는 것이 알려져 있다. 멋대로 걷기의 특성을 결정짓는 또 하나의 물리량은 
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 걸음 동안 적어도 한 번 이상 방문한 격자 점의 총수(number of visited sites) 
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로 되는 것으로 알려져 있다[HAU87, BOU90]. 
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의 보편성과는 달리 격자 차원에 의존한다. 이 결과는 멋대로 걷기의 특성도 격자의 차원에 따라 변화할 수 있다는 것을  말해주고 있다.

      다음으로 격자 구조 대신에 연속 공간(continuum space)에서의 멋대로 걷기에 관해 생각해 보자. 1 차원 공간, 즉 직선 위의 한 점(원점)에서 출발한 멋대로 걷기가 단위 시간 당 1 걸음을 시행한다고 가정하자. 그런데 각 걸음에서 
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가 성립할 것이다.  그러면 멋대로 걷기가 
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을 만족시킬 것이다. 지금 
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으로 쓸 수 있다. 여기서 
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을 나타낸다. 따라서 (3.17) 식을 이용하면 
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로 되는 것을 알 수 있다. 1 차원 연속 공간에서 멋대로 걷기의 
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을 만족하여 격자 위에서의 멋대로 걷기와 동일한 축척성을 가지게 된다. 실제로 1 차원 격자 위에서의 멋대로 걷기의 확률분포 (3.12)는 연속 공간에서의 확률 분포 (3.20)의 특수한 예이다. 또 각 걸음의 확률 분포 
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로 두면 두 결과가 일치한다. 
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 차원 연속 공간에서의 멋대로 걷기도 그 확률 분포가 
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 차원 초입방 격자 구조 위의 확률 분포 (3.13)과 그 보편성(축척성)이 동일하여 그 결과 거의 모든 멋대로 걷기의 축척성이 (3.20) 식과 일치하게 된다. 즉 멋대로 걷기의 
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일 때 그 축척성이 (3.20) 식과 일치하는 사실을 중심 극한 정리(central limit theorem)라 부른다. 이러한 중심 극한 정리를 만족하는 멋대로 걷기와 같은 축척성을 갖는 걷기 모형이 되려면 그 모형들이 다음과 같은 3 가지 조건을 만족하여야 한다. 

     (제 1 조건) 멋대로 걷기의 
[image: image147.wmf]i

 번째 걸음의 확률 분포 
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(

i

p

u

들이 그 이전 걸음(또는 1,2,3,....,
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-1 번째 걸음들 모두)에 대해 독립적이고, 모든 걸음은 동일한 확률 분포를 가져야 한다. (Markoff 과정)

     (제 2 조건) 각 걸음의 확률 분포 cumulant 
[image: image150.wmf]2
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, ...가  유한하여야 한다. 

     (제 3 조건) 멋대로 걷기에서 한 걸음을 시행한 후, 다음 걸음이 행해질 때까지의 시간은 일정하다. 

      제 1 조건은 중심 극한 정리를 유도하는 과정인 (3.17) 식에서 
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과 같은 항이 있게 해주는 조건이다. 즉 멋대로 걷기가 이미 행해진 걸음이 앞으로 행할 걸음에 영향을 주지 않는다는 의미에서 멋대로 걷기를 비상관화 걷기(uncorrelated walk)라 할 수 있다. 그러나 걷기 모형을 사용하는 많은 현상 중 중합체 같은 경우에는 두 단양체 사이에 척력이 작용하기 때문에 진정한 의미에서 멋대로 걷기에 벗어나 자기 회피 걷기에 가까운 현상이 나타난다. 이러한 경우 제 1 조건을 벗어나는 경우가 되는 데 이러한 걷기 모형을 이 장 후반에서 많이 다루게 될 것이다.  제 2 조건을 벗어나서 중심 극한 정리를 만족시키지 못하는 경우, 즉 확률 분포 
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...등이 유한한 값을 갖지 못하는 경우에 속하면서 매우 유용한 모형들로 Levy 비행 (Levy flight) 모형이 있다. 이 모형과 그 응용에 대해서는 제 3.3 절에서 소개될 것이다. 제 3 조건을 벗어나는 경우가 바로 연속 시간 멋대로 걷기(continuous time random walk)의 경우로 한 걸음과 다음 걸음 사이의 시간이 어떤 확률 분포를 갖는 경우가 이에 해당한다. 연속 시간 멋대로 걷기는 응집 물질 등에서 전하운반체가 함정(trap)들에 들어가서 빠져 나오는 시간이 균일하지 못한 경우에 나타나는 전도도 등을 설명하기위한 이론적 모형이라 할 수 있다. 연속 시간 멋대로 걷기에 관한 논의는 논저의 방향에서 너무 벗어나서 논의하지 않을 것이므로 이에 관심이 있는 독자는 참고 문헌 [HAU87, BOU90, WEI83] 등을 참조해 주기 바란다.  

      3.2 Master 방정식과 확산 방정식

       앞 절에서 언급한 제 3 조건을 만족시키는 경우 각 걸음이 행해지는 시간을 
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로 일정하다고 하면 
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 걸음 후  경과 시간은 
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을 만족한다. 여기서 
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 걸음의 경과 시간을 
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라 둘 수 있다. 따라서 (3.23) 식은 
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로 쓸 수 있는데 
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으로 쓸 수 있다. 여기서 
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 번째 격자 점에서 
[image: image172.wmf]n

 번째 격자 점으로 단위 시간당 뛸 확률, 즉 천이율(transition rate)을 의미한다. (3.25) 식과 같은 방정식은 경과 시간을 연속이라는 가정하에 격자 점 사이 또는 양자 상태 사이의 천이 동역학을 다루는 방정식으로 master 방정식(으뜸 방정식:master equation)이라 부른다. 초입방 격자 위에서의 멋대로 걷기를 포함한 모든 걷기 모형이 만족하는 master 방정식은 
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와 같이 쓸 수 있다. 특히 멋대로 걷기 중 단위 걸음에서 결합선을 따라 최소 이웃 점만으로 뛰는 경우의 천이율 
[image: image174.wmf])
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을  만족할 때 0이 아니고 그렇지 않은 경우는 모두 0일 것이다. 

      (3.26) 식과 같은 master 방정식은 걷기 모형에 관한한 공간을 이산적(discrete) 격자 구조로 생각할 때 쓸 수 있는 방정식이다. 그런데 연속 공간의 멋대로 걷기는 어떤 식을 만족하는지 보기 위하여 1 차원의 master 방정식 (3.25)를 다시 생각해 보자. 그렇게 하기 위하여 
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로 쓸 수 있다. 여기서 
[image: image184.wmf]D

는 확산 상수(퍼짐 상수:diffusion constant), 
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는 표류 속도(drift velocity)로 불리는 양으로
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등을 만족한다. 이러한 연속 공간에서의 방정식을 표류 확산 방정식(drifted diffusion equation)이라 부른다. 이 방정식의 해는 
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과 같이 된다. 물론 (3.12), (3.20) 식도 당연히 (3.30) 식의 형태로 (3.28) 식의 해가 된다. 특히 (3.12)식은
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에서 
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를 만족한다. 특히 표류 속도가 없는 경우(
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를 진정한 의미에서 확산 방정식(퍼짐 방정식:diffusion equation)이라 부른다 이 때는 확산 제곱거리가 
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와 같이 시간에 비례하게 되는데 이 현상을 바로 확산 현상이라 부르고, 이 때 비례상수 
[image: image200.wmf]D

는 당연히 확산 상수가 될 것이다. 즉 보통의(비편향된) 멋대로 걷기를 연속시간, 연속 공간으로 확장하면 확산 현상에 대응되는 것을 알 수 있다. (3.34) 식은 확산의 확률분포 
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임을 의미하고 있다. 

      3.3 무작위 Levy 비행(Random Levy Flight)

[image: image746.wmf]      물리학에서 쓰이는 대부분의 분포는 Gaussian 분포처럼 
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 …등이 유한한 값을 갖지 못하는 경우(3.1 절에서 중심 극한 정리가 성립할 조건 중 제2 조건을 벗어나는 경우) 중 물리학에서 유용하다고 알려져 있는 것으로 무작위 Levy 비행(random Levy flight)이 있다. 이 절에서는 이 모형에 관해 논의해 보자.  Levy 비행은 각 걸음의 확률 분포 
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와 같은 형태만 가능하게 된다. (3.35) 식과 같은 
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인 영역에서 유한한 값을 갖지 못하며, 
[image: image218.wmf]2

m

는 영역 
[image: image219.wmf]2

0

£

<

h

에서 유한한 값을 갖지 못한다. 따라서 (3.35) 식과 같은 분포도 영역 
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에서는 중심 극한 정리를 만족시키는 것을 알 수 있다. 따라서 
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에 해당하는 걷기 모형만 중심 극한 정리에서 벗어나는 특성을 갖고 있는데, 이 모형을 무작위 Levy 비행이라 부른다. 이러한 Levy 비행을 2 차원에서 전산 시늉을 이용하여 관찰하면 그림 3.3과 같이 보인다. 그림 3.3에서 보듯이 Levy 비행은 멋대로 걷기에서와 같이 상대적으로 작은 길이의 걸음을 한동안 시행하다가 탄도(ballistic trajectory)와 같이 직선으로 죽 뻗는 걸음이 가끔 나타나기도 하여, 마치 여러 소규모의 멋대로 걷기들을 길이가 매우 긴 선으로 연결하는 것 같은 모양을 그 특징으로 하고 있다. 따라서 무작위 Levy 비행의 경우 상대적으로 작은 확률로 나타나는 탄도와 같은 궤적을 가지며 장거리를 뛰는 희귀한 걸음에 의해 그 물리적인 성질이 결정됨을 알 수 있다. 이러한 가정을 바탕으로 하면 
[image: image222.wmf]N

 걸음을 걸은 후의 위치 
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인 관계로부터 예상할 수 있다.  (3.36) 식은 
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 개의 걸음 중 뛰는 거리가  
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 보다 큰 걸음이 많아야 한 번 존재할 때 성립할 것이다. 이 식으로부터
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가 된다. 또 
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으로 표시될 것이다. 그러나 
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인 경우에는 정상의 멋대로 걷기, 즉 3.1 절의 결과와 일치함을 알 수 있다. 이상에서 볼 때 탄도 궤도와 같은 걸음이 물리적으로 의미 있는 영향을 미치는 경우는 
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와 같은 축척 관계식을 만족할 것이 예상되는데, 이는 멋대로 걷기의 축척 관계식 (3.20)에서 지수 
[image: image248.wmf]n

를 
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로 치환한 것과 같다. 따라서 
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에서는 정상적인 멋대로 걷기로 환원되므로 (3.40) 식 대신에 (3.20) 식을 만족한다. 이상의 1 차원에서의 Levy 비행의 결과는 2, 3 차원에서의 결과와 정성적으로는 일치한다는 것이 알려져 있다[BOU90]. 이 사실은 멋대로 걷기의 중요한 특성은 멋대로 걷기를 하는 공간의 차원에 관계없이 일치한다는 사실과 맥을 같이한다. 또 이상의 정성적인 가정으로부터의 결과는 확률론적인 입장에서 정확하게 유도한 결과[BOU90]와도 일치한다는 것이 알려져 있다. 
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 걸음의 Levy 비행에서 걸음 수의 분포를 일종의 물리량의 분포로 보면 거리가 
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로 쓸 수 있어서 Levy 비행의 프랙탈 차원 
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로 됨을 알 수 있다. 

      Levy 비행으로 설명할 수 있는 물리 현상으로는  Lorentz 기체에서의 이상 확산 현상[SIN70], 중합체의 표면에서의 흡착(adsorption) 현상[BOU88], 신장된 micelle[BOU90] 등이 있다. 

      3.4 걷기 모형의 상관화

      3.1 절에서 중심 극한 정리가 성립할 조건 중 제 1 조건을 벗어나는 경우에 관해 살펴보기로 하자. 걷기 모형에서 N 걸음을 걸은 후의 위치 
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를 만족하면 각각의 걸음이 상호 독립이 아니고 서로 상관화 되어 3.1 절의 제 1 조건에서 벗어난다고 할 수 있다. (3.43) 식에서 두 걸음의 차는 두 걸음이 행해진 걸음의 순서의 차(또는 시간 차)에만 의존하고 각 걸음이 일어난 순서 (또는 시간) 그 자체에는 의존하지 않는다는 것을 가정하고 있다. 이 경우 (3.3) 식을 
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와 같이 쓸 수 있다. 그런데 (3.43) 식의 상관 함수 
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으로 쓸 수 있다. 이 때 
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이 된다. 즉 이 경우는 
[image: image270.wmf]N
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으로 되어 3.1 절의 멋대로 걷기로 환원된다.   이 경우를 단거리 상관화 하는 경우라 할 수 있다. 또 
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이 성립하여 3.1 절의 멋대로 걷기, 즉 중심 극한 정리를 벗어나게 된다.  이러한 걷기 모형의 프랙탈 차원은 (3.47) 식으로부터 
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이 됨을 알 수 있다. 특히 
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이 되는 탄도 궤도(ballistic trajectory)를 걷기 모형이 그리게 된다. (3.47) 식에서와 같이 
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와 같이 되는 경우를 초확산(super diffusion) 현상이라 부른다. 

      3.5 자기 회피 걷기(Self-avoiding Walks)

      걷기 모형 중 장거리 상관화가 있는 모형 중에는 앞서 시행된 모든  걸음의 특성이 현재에 행해지는 걸음에 반영되는 일종의 기억 효과(memory effect)가 있는 경우도 있다. 자기의 과거를 전부 기억하는 비마르코프(nonmarkov process) 과정을 반영하는 걷기 모형 중에서 통계역학을 포함한 다양한 학문 분야에 응용성을 가지면서, 굉장히 심도 있게 연구되어 있는 것으로 자기 회피 걷기(자체 비켜 걷기:self-avoiding walks)가 있다. 

      단양체(단위체:monomer)들의 화학 결합인 중합체(고분자:polymer) 분자들이 양질 용매(good solvent)에 희석되어 녹아 있으면 중합체-중합체 상호작용을 무시할 수 있다. 이러한 경우 중합체의 구조를 설명하는 모형이 바로 자기 회피 걷기이다[GEN79]. 희석된 중합체의 혼합물 속에서 각 중합체를 구성하는 단양체의 수를 
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이라 하자. 이 
[image: image282.wmf]N

을 중합체화 정도(degree of polymerization)라 부른다. 이러한 중합체의 구조를 결정하는 가장 중요한 인자는 바로 중합체를 구성하는 단양체 사이의 상호 작용이다. 양질 용매에 존재하는 독립된 중합체를 구성하는 단양체 사이에는 척력(repulsive force)이 작용하는 것으로 알려져 있다. 특히 두 개의 단양체가 동일한 위치에는 공존할 수 없는 체적 배제 효과(excluded volume effects)가 중합체에는 존재한다. 그림 3.4는 중합체의 체적 배제 효과(excluded volume effects)를 상징적으로 표시하고 있다. 따라서 단양체의 길이를 일정하다고 볼 때(또는 단양체-단양체 사이의 화학 결합선 길이를 일정하다고 볼 때) 중합체의 회전반경 
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나 양끝거리 
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연히 단위 걸음의 길이가 
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로써 일정한 
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-걸음의 멋대로 걷기 
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나 
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와는 상이할 것이다. 중합체의 구조를 단양체들의 걸음으로 대응하는 걷기 모형의 구조로 생각하여 체적 배제 효과(excluded volume effects)를 충실히 고려한 모형이 자기 회피 걷기 모형이다. 2 차원 정방형 격자 위에서 자기 회피 걷기를 생각하면 바로 그림 3.5와 같이 될 것이다. 즉 단위 걸음의 길이가 
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인 
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-걸음 걷기 중 어떤 두 걸음도 동일한 격자 점(lattice site)이나 동일한 격자 결합선(lattice bond)을 공유하지 않는 모형이 자기 회피 걷기 모형이 된다. 연속 공간에서의 자기 회피 걷기는 멋대로 걷기에서 본 바와 같이, 몇가지 특수한 경우를 제외하고는 대부분의 물리적 성질이 
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 차원의 초입방 격자 위의 자기 회피 걷기와 일치하므로 이 논저에서는 자기 회피 걷기를 
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 차원의 초입방 격자 위에서만 생각해 보기로 한다. 
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      초입방 격자 위에서 자기 회피 걷기의 특성을 결정 짓는 물리량들을 생각해 보기로 하자. 가장 먼저 생각되는 물리량은 
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-걸음의 자기 회피 걷기의 수 
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을 만족하는 것을 알 수 있다. 멋대로 걷기도 
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이라 두면 ((3.2) 식 참조) (3.49) 식을 만족하고 있음을 알 수 있다. (3.2) 식과 (3.49) 식을 비교해 보면 자기 회피 걷기 
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을 만족한다. 이런 의미에서 
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를 자기 회피 걷기에 관한 격자의 유효 배위수(effective coordination number)라 부른다. 
[image: image309.wmf]m

는 같은 차원의 격자 구조라도 격자의 종류에 따라 다르므로 자기 회피 걷기가 갖는 보편성을 결정하는 변수라고 말할 수 없다. 
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은 증폭 인자(enhancement factor)로 불리는 데 자기 회피 걷기의 
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이 멋대로 걷기의 
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으로 단순히 감소하는 것이 아니라 증폭 인자를 고려한 정도로 증가한다는 것을 의미하고 있다. 이 때 지수 
[image: image314.wmf]g

는 격자의 차원 
[image: image315.wmf]d

에만 의존하고 격자의 종류에는 관계가 없어서 자기 회피 걷기의 보편성(universality)을 나타내는 하나의 지수로 알려져 있다. 이러한 자기 회피 걷기의 보편성은 스핀모형의 임계현상에서 임계지수들이 대칭성과 격자의 차원에만 의존하고 격자의 종류에는 의존하지 않는다는 스핀모형의 보편성과 맥을 같이한다. 지수 
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와  자기 회피 걷기의 보편성과의 관계는 3.7 절에서 논의할 자기 회피 걷기와 스핀 모형과의 관계를 보면 보다 잘 이해할 수 있을 것이다. 지수 
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는 2 차원과 3 차원에서 각각[NIE82,NIE87,GEN79]
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을 만족함이 알려져 있다. 또 
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이 됨을 알 수 있다. 자기 회피 걷기의 특성을 결정하는 또 하나의 중요한 지수는 평균 제곱 양끝 거리 
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인 관계가 있는 지수 
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이다. 지수 
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도 격자의 차원 
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에만 의존하고 격자의 종류에 관계가 없기 때문에 자기 회피 걷기의 보편성을 나타내는 또 하나의 지수가 된다. 3.1 절에서 언급한 바와 같이 멋대로 걷기에서는 
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에 의존하고 격자의 종류에 관계가 없어서, 자기 회피 걷기의 보편성을 나타내는 하나의 물리량이 됨을 알 수 있다. 
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로 표시할 수 있는데 여기서 
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와 같은 축척성을 가질 것이 예상된다. 여기에서 
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가 되어 급격히 감소하며, 
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인 거동을 보인다고 알려져 있는데 이는 자기 회피 걷기가 체적 배제 효과 때문에 출발점으로 다시 돌아올 수 없는 현상과도 잘 일치한다. (3.55) 식 에 의해 정의되어진 
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이 됨이 알려져 있는데 이 관계 역시 3.7 절에서 논의될 것이다.  여기에서 
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 걸음 자기 회피 걷기들의 끝점들이 균일하게 분포되어 있다는 가정이 성립한다는 사실을 나타내고 있다. (3.56) 식에서 주목할 사실은 (3.49) 식의 증폭 인자 
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이 없다는 것이다. 이는 자기 회피 걷기가 출발점으로 다시 돌아오기 어렵다는 사실을 잘 반영하기도 한다. (3.56) 식으로부터 지수 
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들과의 관계를 구할 수 있다. 끝점이 원점의 최근접 격자점 일 경우의 
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는 (3.51) 식, (3.53) 식, (3.55) 식으로 부터
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의 관계를 만족한다. 한편, 정의에 의해서 
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의 관계를 만족한다. (3.57) 식과 (3.58) 식으로 부터
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이 성립함을 알 수 있다. (3.59) 식으로부터 알 수 있는 사실은 지수 
[image: image386.wmf]g

도 자기 회피 걷기 보편성을 나타내는 지수라는 것이다. 이상에서 볼 때 자기 회피 걷기 구조의 특성과 그 보편성을 파악하려면 4 가지 지수 
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 등을 계산하여야 하는데 (3.59) 식 및 
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인 관계 때문에 4 개 중 두개만 독립임을 알 수 있다. 이 사실 때문에 자기 회피 걷기의 보편성을 계산할 때 
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 두 개만 계산하려고 노력하는 것이 보통이다. 그런데 
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인 격자 위에서 지수 
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의 계산은 체적 배제 효과를 다루는 수학적 어려움으로 인하여 엄밀한 해석적 계산은 거의 불가능하다고 알려져 있다. 따라서 주로 전산기를 이용한 수치적 방법 및 시늉 내기와 재규격화 군론을 이용한 계산을 통하여 결과를 얻고 있다. 이들 계산 방법에 대한 간단한 소개는 이 장의 3.9 절을 참조해 주기 바란다. 

      3.6  Flory 근사(Flory Approximation)

      자기 회피 걷기의 보편성을 결정하는 지수 중 평균 제곱 양끝 거리와 관계 있는 지수 
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((3.51) 식 참조)를 설명하는 방법 중 가장 잘 알려져 있는 방법은 Flory가 1949 년에 제시한 방법이다[FLR49]. 이 방법은 통계 역학에서 사용하는 자유 에너지 
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를 근사적으로 추정하여 열역학적 평형 상태에서는 
[image: image396.wmf]F

가 최소가 된다는 사실로 부터 지수 
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를 계산하는 방법이다. 자기 회피 걷기의 체적 배제 효과로부터 내부 에너지 
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를, 동일한 양끝점을 갖는 자기 회피 걷기의 총 수로부터 엔트로피 
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를 추정하면 
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를 구할 수 있을 것이다. 먼저 체적 배제 효과에 의한 내부 에너지 
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를 단양체 사이의 척력적 상호작용으로부터 추정해 보자. 만약 중합체의 끝점이 
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에 있고 중합체를 구성하는 단양체가 
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 개라면 
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 보다 작은 거리에 있는 단양체에만 척력을 미친다고 가정하고, 1 개의 단양체-단양체 짝의 상호 작용 에너지를 
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이 된다. 끝점이 
[image: image411.wmf]R

에 있는 자기 회피 걷기의 수 
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가 된다. 중합체의 자유에너지 중 
[image: image415.wmf]TS
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항은 흔히 중합체의 탄성과 관계 있으므로 
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로 표시하는 것이 보통이다. 따라서 (3.61) 식과 (3.62) 식을 쓰면 중합체의 자유에너지는 
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으로 쓸 수 있다. 따라서 (3.63) 식을 최소화 하는 
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이 자기 회피 걷기의 평균 양끝 거리 
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가 될 것이다. 따라서 Flory 근사에 의한 지수 
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가 된다.  (3.64) 식의 결과를 격자의 차원에 따라 정리해 보면 
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가 되는 것을 알 수 있다. 이 결과는 Flory 근사가 상당한 가정과 억지를  포함하는 이론이라는 결점에도 불구하고 굉장히 잘 맞는 결과이다. 
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는 오차 없이 일치하고 
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에 가까운 값이라고 알려져 있어 
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는 3 % 오차 범위 내에서 
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와 일치한다. 이렇게 Flory 근사가 정확한 이유는 무엇일까? 그 것은 
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와 
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을 각각 (3.61) 식과 (3.62) 식으로 계산할 때 생긴 오차가 서로 상쇄되기 때문이다. 그렇다면 (3.61) 식과 (3.62) 식은 어떤 계산 오차가 있을까? 먼저 
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를 (3.61) 식으로 계산할 때 중합체를 구성하는 단양체가 공간에 균일한 분포를 이룬다는 가정을 썼다. 그런데 실제로 체적 배제 효과 때문에 균일하게 분포할 수 없고 단양체 가까이에 다른 단양체가  있는 것을 방지하므로 (3.61) 식의 단양체-단양체 상호 작용은 실제 보다 훨씬 많은 상호 작용을 고려한 결과라고 할 수 있다. 
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을 계산할 때 엔트로피는 멋대로 걷기의 엔트로피를 사용했다. 그러나 자기 회피 걷기의 수는 (3.49) 식에서 미루어 볼 때 멋대로 걷기의 그 것보다 작으므로 (3.62) 식의 
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도 실제 값보다 큰 값으로 근사 되었음을 알 수 있다. 이 두 오차가 좋은 방향으로 상쇄되어, 결과적으로는 Flory 지수 
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와 참 
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값 사이의 오차가 줄어들었음을 알 수 있다. 이러한 문제점에도 불구하고 Flory 근사는 자기 회피 걷기에 대한 이론의 아주 좋은 출발점이라는 사실을 아무도 부인하지 않는다.  이론적으로 볼 때 Flory 근사는 임계 현상 이론의 출발점인 평균장 이론과 마찬가지로 자기 일관 이론(self-consistent theory)의 일종이다. Flory 근사의 성공 때문에 Flory 근사의 방법을 채택한 이론들이 자기 회피 걷기 뿐만 아니라 여러 분야에서 사용되고 있다. 자기 회피 걷기의 양끝 거리 지수 
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는 (3.65) 식의 
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와 일치 한다고 생각해도 무방하다. 또 자기 회피 걷기의 프랙탈 차원 
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이 된다고 할 수 있다. 

      (3.65) 식의 
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에서 특기할 만한 사항은 
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에서 자기 회피 걷기의 양끝 거리 지수 
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가 1/2이 되어 멋대로 걷기의 지수와 일치한다는 사실이다. 이러한 사실이 어떤 물리적인 의미를 갖는지에 관해서 살펴보기로 하자. 멋대로 걷기의 양끝 거리 
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로 정의되는 
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와 중합체의 척력의 상호 작용 에너지 
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((3.61) 식 참조)와는 
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인 관계가 성립할 것이다. 따라서 
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와 (3.63) 식의 
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인 관계를 만족시킬 것이다. 따라서 
[image: image457.wmf]4
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인 경우에는 체적 배제 효과에 의한 
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과 비교할 때 무시할 수 있으므로, 자기 회피 걷기가 멋대로 걷기와 일치하게 된다. 따라서 (3.65) 식의 
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로 바꾸어야 한다. 즉 차원이 4 보다 큰 격자 구조에서의 자기 회피 걷기는 본질적으로 멋대로 걷기와 동일한 보편성을 갖게됨을 알 수 있다. (3.65) 식과 (3.69) 식이 의미하는 바는 자기 회피 걷기가 유효한 체적 배제 효과를 갖는 경우는 공간의 차원이 
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일 때이다. 따라서 4 차원을 자기 회피 걷기의 상임계 차원(upper critical dimension)이라 부르고, 이 사실을 
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라 표현하고 있다. 또 1 차원 격자에서는 자기 회피 걷기의 체적 배제 효과가 너무 커서 자기 회피 걷기의 구조가 탄도 궤적을 가져야 하는 것을 쉽게 알 수 있다. 이런 의미에서 1 차원을 하임계 차원(lower critical dimension)이라 부르고 그 내용을 
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로 표시하고 있다.

      3.7 자기 회피 걷기와 n=0 n-벡터 모형
      3.5 절과 3.6 절에서 논의한 자기 회피 걷기의 보편성을 보면 그 특성이 0 장에서 언급한 n-벡터 모형의 임계 현상의 보편성과 유사한 것을 알 수 있다. 그 유사성을 지적해 보면 다음과 같다. 첫째 지수 
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등이 격자의 종류에 관계가 없고 오직 격자의 차원 d 에만 의존한다는 사실은 n-벡터 모형에서도 n이 주어지면 그 임계 지수가 오직 스핀 벡터들이 존재하는 격자의 종류에 관계없이 d 에만 의존한다는 것을 연상시킨다. 둘째로 임계현상에서 나타나는 상임계 차원과 하임계 차원이 자기 회피 걷기에도 나타난다는 사실이다. n-벡터 모형에서도 
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인 격자에서는 임계 지수들이 모든 스핀이 스핀 값의 열역학적 평균과 동일하여 요동이 없다는 가정을 쓴 이론인 평균장 이론(mean field theory)의 결과와 일치함이 알려져 있다. 따라서 n-벡터 모형의 임계현상에서도 
[image: image467.wmf]4

=

c

d

가 됨이 알려져 있다.  더군다나 평균장 이론의 상관 거리 지수 
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((0.7) 식 참조)는  
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=1/2을 만족하여 자기 회피 걷기의 양끝 거리 지수가 
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에서 
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=1/2이 된다는 사실과 일치하고 있다. 또 n-벡터 모형에서 유한한 온도에서 상전이가 일어나지 못하는 공간의 차원을 하임계 차원이라 부르는데, 하임계 차원을 갖는 격자 위에서의 임계 현상은 쉽게 해석할 수 있다는 사실도 자기 회피 걷기의 특성과 유사하다고 할 수 있다. 특히 n=1인 경우, 즉 Ising 모형인 경우 
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로 알려져 있어 자기 회피 걷기와 동일한 
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을 갖는다.

      이러한 임계현상과 자기 회피 걷기의 특성의 유사성을 고려하여 두 모형 사이의 관계를 처음으로 밝힌 사람이 바로 de Gennes[GEN72, GEN79]이다. de Gennes 등[GEN72, DAO75]에 의하면 n-벡터 모형을 
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으로 해석 연장 시키면 그 모형이 바로 자기 회피 걷기의 특성과 일치한다는 사실을 발견하였다. 이 발견을 정리하면
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으로 요약할 수 있다. 즉 
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인 극한에서 (0.7) 식에서 정의된 스핀-스핀 상관 함수를 임계 온도 보다 큰 상태에서(또는 
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) 같은 성분사이의 상관 함수로 대치한 결과와 양끝이 0, R인 자기 회피 걷기의 수 
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과 직접 관계가 있다는 사실을 (3.70) 식은 시사해 주고 있다. (3.70) 식에서 
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를 나타낸다. 이 관계식을 이용하여 자기 회피 걷기의 보편성 지수와 n-벡터 모형의 임계지수 사이의 관계를 알아 보자. (3.49) 식의 자기 회피 걷기의 수 
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와 같이 나타낼 수 있는데,  n-벡터 모형의 감수율 
[image: image483.wmf]c

는 (0.12) 식 또는 요동-흩어지기의 정리로 부터 
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이 성립한다. (3.72) 식은 
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의 값에 따라 발산 하거나 수렴하게 되는데 그 임계치는
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이 된다. 따라서 n=0 n-벡터 모형의 감수율 
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가 발산하는 온도, 즉 임계온도는 
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가 된다. 또한 (0.16) 식의 환산 온도 
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를 이용하면 임계점 근처에서 
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와 같이 둘 수 있다.  (3.74) 식의 적분을 행하면  
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이 되어 자기 회피 걷기의 지수 
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가 n=0 n-벡터 모형의 감수율 지수와 일치하는 것을 알 수 있다. 또 n=0 n-벡터 모형 스핀 상관함수 
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로 나타낼 수 있다. 이는 
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은 서로 Laplace 변환관계에 있고 이때 변환의 공액 변수들은 자기 회피 걷기의 걸음 수 
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과 환산 온도 
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가 됨을 알 수 있다. 즉 
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과 
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는 스핀 모형과 걷기 모형을 연결시켜 주는 공액 변수가 됨을 알 수 있다.  또 (3.76) 식으로부터 (3.52) 식, (3.53) 식, (3.54) 식, (0.8) 식 및 (0.9) 식을 이용하면 3.5 절에서 언급한 
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가 됨을 보일 수 있다. (3.76) 식에서 최근접 이웃 스핀 사이의 상호작용은 기본 격자거리를 
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라 하면 
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라 쓸 수 있다. 그런데 (0.1) 식으로부터 자기장이 없을 때 스핀 모형의 스핀당 내부에너지 
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라고 쓸 수 있다. 그런데 비열 지수 
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이 성립하여야 하는데, 이 식과 n-vector 모형의 축척 관계식 (0.38) 식으로 부터 
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로 되어야 하고, 이 식이 (3.56) 식을 잘 설명해 주고 있다. 

      3.8 성장형 걷기 모형(Growing Version of Walk Models)
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 걸음 자기 회피 걷기의 특성에 관한 3.5-3.7 절의 논의는 
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개의 자기 회피 걷기를 모두 동일한 중가를 갖는다고 생각한 평균을 이용하였다. 또 걸음 수 
[image: image517.wmf]N

을 고정시킨 후 가능한 모든 특성을 고려하였으므로 자기 회피 걷기의 정적 특성(static property)을 고려하였다고 할 수 있다. 그런데 자기 회피 걷기를 성장시키는 과정, 즉 주어진 
[image: image518.wmf]k

 걸음 자기 회피 걷기에서 한 걸음을 더 진행시켜 
[image: image519.wmf]1
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 걸음의 자기 회피 걷기로 성장시키는 과정의 특성을 파악하면 자기 회피 걷기의 보편성을 알아낼 새로운 방법이 생길 수 있다. 즉 자기 회피 걷기의 성장 특성을 알아내는 것은 그 동역학적 특성(dynamic property, kinetic property)을 알아내는 것에 해당한다고 할 수 있다.  이 때 문제가 되는 것은 당연히 걷기가 자기의 일부분과 교차하거나 겹치면 안된다는 체적 배제 효과일 것이다. 이 효과 때문에 자기 회피 걷기를 성장시키는 과정에서 실제로 성장이 정지되는 경우가 필연적으로 생기게 된다. 그림 3.6은 2 차원 정방형 격자 위에서 자기 회피 걷기가 실제로 성장이 정지되는 경우를 보여주고 있다. 격자 위에서 걷기의 끝이 있는 격자 점의 최근접 이웃 점들이 모두 걷기가 이미 방문한 점들이라면 걷기가 더 진행할 수 없어서, 함정에 빠진 것 같은 상황이 전개되는 경우가 생기기 때문이다. 이러한 경우 때문에 가장 먼저 고려되는 사항이 바로 성장형 자기 회피 걷기의 생존 확률(surviving probability)이다. 
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 걸음 멋대로 걷기는 성장이 정지하는 경우가 존재하지 않기 때문에 자기 회피 걷기의 생존 확률에 대한 하나의 측도가 될 수 있는 함수 
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이 된다. 이 식을 생존 확률과 연관시켜 보면, 유효 배위수 
[image: image523.wmf]m

와 증폭인자 
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의 물리적 의미를 알 수 있을 것이다.
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     격자 위에서 어떤 특정한 자기 회피 걷기가 함정에 빠지는 경우는 실제로 중합체의 성장이 연속 공간에서 일어나면 그런 일이 생기지 않기 때문에 중합체의 실제 모형과 거리가 있을 수 있다. 이러한 우려 때문에 체적 배제 효과, 또는 자기 회피 효과를 고려하되 걷기의 성장이 정지되는 것을 피할 수 있는 모형들이 제안되고 연구되었다. 그 중 가장 잘 알려진 모형 중의 하나가 참 자기 회피 걷기(true self-avoiding walk)[APP83, PIE83, BEP84]이다. 
[image: image525.wmf]d

 차원 초입방 격자 위에 참 자기 회피 걷기(앞으로는 참 걷기라 하자)를 정의해 보자. 참 걷기는 그 끝이 격자 점 
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에서 다음 걸음을 행할 때 그 끝 점의 최근접 이웃 격자 점 
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 중 하나를 연결하는 결합선을 따라 걷되, 그 걸음이 행해질 확률 
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로 정의된다. 물론 
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는 2
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개의 
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중 선택된 결합선 벡터를 나타내고 
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는 참 걷기가 이 걸음이 행해지기 전에 격자 점 
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을 방문한 횟수를 나타낸다. (3.81) 식의 
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를 상태 에너지로 본 Boltzman 인자를 연상시키고 있어, 많이 방문한 격자 점은 다시 방문할 확률을 낮게 할당하여, 체적 배제 효과를 어느 정도 반영하고 있다. 참 걷기와 자기 회피 걷기가 근본적으로 다른 것은 자기 회피 걷기가 같은 격자 점을 두 번 이상 방문하는 것을 금지하지 않는다는 사실이다. 참 걷기는 (3.81) 식으로 미루어 알 수 있듯이 최근접 이웃 점 중 적은 방문 횟수를 가지는 점으로 이동할 확률이 커진다는 것이다. 참 걷기와 자기 회피 걷기의 근본적으로 다른 측면을 강조하기 위하여 그림 3.7에서와 같은 걷기 상태의 진행 확률 할당을 생각해 보기로 하자. 논의를 간단히 하기 위하여 
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인 경우의 참 걷기와 단순히 자기 회피 걷기의 경우를 비교해 보기로 하자. 그림 3.7a)의 경우를 먼저 생각해 보면, 단순 자기 회피 걷기의 경우는 
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인 걷기가 
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인 걷기로 성장할 때 모든 걸음이 같은 확률을 가져야 하므로 
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인 모든 걷기가 같은 중가(weight)를 가져야 한다. 따라서 성장 확률은 
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=1/3이 된다.  이에 비해 참 걷기의 경우는 4 개의 최근접 점 중 2 개는 이미 1 번 씩 방문하였으므로 
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=1/2이 된다. 두 걷기의 가장 두드러진 차이는 그림 3.7b)의 경우에서 볼 수 있다.  b)는 그림 3.6에서의 경우로 단순 자기 회피 걷기의 경우는 
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로 성장하지 못하고 성장이 정지되는 경우이다. 이에 비해 참 걷기의 경우는 4 개의 최근접 이웃 점들이 모두 동일한 방문 횟수를 같고 있으므로 
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로 성장할 확률은 
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=1/4이 되고, 계속해서 
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로 성장할 확률도 
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=1/4이 되며, 
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으로 성장 확률은 
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=1이 된다.  즉 참 걷기의 경우는 단순 자기 회피 걷기와는 달리 성장이 정지되는 경우는 없다. 그러나 모순점은 중합체의 경우 방문한 최근접 이웃 점이 많으면 많을수록 척력의 상호 작용이 많아져 멋대로 걷기의 특성에서 멀어지는데 참 걷기의 경우는 최근접 이웃 점 각각의 방문 횟수가 다를 때에는 척력의 상호작용이 작용하여 방문 횟수가 적은 격자 점으로 걸음이 일어날 확률이 증가하지만, 방문 횟수가 모두 같아지면 갑자기 멋대로 걷기와 같은 거동이 나타나, 척력의 상호작용이 감소하는 효과가 나타난다. 이런 의미에서 참 걷기는 상당히 멋대로 걷기에 가까운 측면이 있는데, 이 것 때문에 
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인 격자 위의 참 걷기는 모두 멋대로 걷기와 같은 보편성을 [image: image751.wmf]5
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갖는다. 즉 참 걷기의 상임계 차원은 
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가 된다. 

      참 걷기의 성장에 대한 Flory 형의 이론을 전개해 보자. 걸음 수가 
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인 극한에서 참 걷기의 특성을 결정하는 길이는 바로 평균제곱 양끝 거리의 평방근 
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가 될 것이다. 그러면 
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 걸음 참 걷기의 확률 분포 
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의 축척성은 (3.53) 식과 같이 
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로 쓸 수 있을 것이다. 또 
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도 당연히 양끝 지수 
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로 나타낼 수 있어서 
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이 성립할 것이다. 
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 걸음 걷기가 
[image: image561.wmf])

1

(

>>

>>

+

N

N

N

N

d

d

 걷기로 성장하였다면 
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을 만족할 것이다. 이제 참 걷기에 대한 체적 배제 효과 또는 척력의 상호 작용 효과를 고려해 보자. 참 걷기의 어떤 격자 점 
[image: image565.wmf]R

의 방문 수는 걸음의 밀도 
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에 비례할 것이다. 그런데 참 걷기는 방문 수의 구배(gradient)에 반대 방향으로 성장할 것이므로 
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이 성립할 것이다. 또 평균적으로 볼 때 
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은 걷기의 걸음 수가 1에서 
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으로 늘어날 때 끝 점이 
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에 있을 확률 분포의 합, 즉
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와 같을 것이다. 따라서 (3.82) 식과 (3.83) 식으로부터 
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이 된다. 그러므로, (3.85) 식으로부터
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이 성립한다. 따라서 (3.84) 식과 (3.88) 식으로부터 참 걷기의 양끝 지수 
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가 된다. 그런데 참 걷기의 지수 
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가 1/2, 즉 멋대로 걷기와 같아지는 차원이 바로 참 걷기의 상임계 차원이 되므로 참 걷기에서는 
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가 성립한다. 따라서 참 걷기의 특성이 나타날 수 있는 격자 구조는 1 차원 격자 뿐이고 그 때는 
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=2/3가 성립한다. 1 차원에서 
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인 참 걷기는 걸음이 출발한 방향에서 반대 방향으로 돌아올 수 없는 탄도 궤도를 이루므로 
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=1이 되어야 한다. 그러나 
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인 참 걷기의 경우는 
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=2/3가 정확한 것이 전산 시늉으로 확인되었다[BEP84]. 또 (3.89) 식과 
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인 사실로부터 참 걷기의 프랙탈 차원 
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이 됨을 알 수 있다.

     이상의 결과를 보면 참 걷기는 2 차원 이상의 격자에서는 그림 3.7의 b)와 같은 경우가 너무 많이 생겨 결국 멋대로 걷기의 보편성을 나타낸다고 할 수 있다. 그리하여 중합체의 모형으로는 좋지않다는 결론에 도달할 수 밖에 없다. 왜냐하면 중합체의 구조는 여러 경우에 2 , 3 차원에서 
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인 구조를 보이기 때문이다. 

      단순 자기 회피 걷기의 경우에도 이와 같은 성장형 Flory 이론을 전개할 수 있는데 여기서 이 이론에 관해 간단히 살펴보자. 물론 (3.82)-(3.84) 식은 이 경우에도 성립할 것이다. 따라서 참 걷기와 자기 회피 걷기의 차는 (3.88) 식이 어떻게 달라지느냐에 의존할 것이다. 자기 회피 걷기는 척력의 상호 작용의 크기가 감소하는 방향으로 성장한다는 사실이 (3.88) 식이 어떻게 달라지느냐를 결정하는 중요한 인자가 된다. 
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 걷기로 성장하였을 때 
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는  (3.61) 식으로부터 
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이 성립할 것이다. 따라서 
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                       (3.92)  

과  (3.84) 식으로부터 Flory 공식 (3.64)를 다시 얻을 수 있다. 

      참 자기 회피 걷기는 단순 자기 회피 걷기를 격자 위에서 생각할 때 나타나는 문제점을 해결하기 위하여 제안 되었지만, 실제로 중요한 
[image: image596.wmf]3
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에서 멋대로 걷기와 보편성이 같아지는 문제가 나타난다. 따라서 이런 문제를 해결하고 단순 자기 회피 걷기의 함정 문제도 해결하기 위하여 제안된 모형으로 성장 자기 회피 걷기(growing self-avoiding walk) 또는 동적 성장 걷기 모형(kinetic growth walk)[MJS84,LYK84]이라는 것이 있다. 이 모형이 단순 자기 회피 걷기와 다른 것은 체적 배제 효과를 철저히 지키되, 그 성장 확률은 참 걷기의 
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인 경우와 일치(또는 
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일 때 (3.81) 식과 일치)한다는 것이다. 즉 한 번 방문한 격자 점은 성장시 다시 방문하지 않는다는 법칙을 준수하는 모형이다. 따라서 걷기의 끝점에서 다음 걸음을 행할 때 최근접 이웃 점 중 이제 까지 방문하지 않는 점 중에서 하나를 선택하여 뛰는 모형이므로, 모든 가능한 걸음을 같은 중가로 생각하는 단순 자기 회피 걷기와는 다르게 된다. 그리고 최근접 이웃 점들이 모두 한번 방문한 점인 경우는 당연히 성장이 정지되므로 참 걷기와 다르게 된다. 그림 3.8을 보면 동적 성장 걷기 모형의 특성을 파악할 수 있다. 이 모형들의 보편성을 파악하기 위하여 전산기를 이용한 계산[MJS84, LYK84]과 Flory 형 이론 [MJS84]들을 전개하였다. 전산기를 이용한 계산은 주로 2 차원 격자 위에서 행해졌는데 그 결과는 
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정도에서는 Flory 형 이론과 비슷한 결과인 
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가 나와서 참 걷기 및 단순 자기 회피 걷기와는 다른 보편성을 갖는다는 것처럼 보였다. 그러나 동적 성장 걷기 모형의 생존 확률을 바탕으로 한 일종의 평균장 이론[PIE85]은 동적 걷기 모형이 단순 자기 회피 걷기와 같은 보편성을 갖는다라는 사실을 예언하였다. 따라서 연구자들이 2 차원 격자 위의 동적 성장 걷기 모형의 양끝 지수를 전산기로 다시 계산하여, 그 계산 결과를 양끝 지수 
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와 걸음 수의 역수 
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의 관계로 data를 정리해 본 결과, 
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으로 가는 극한에서 
[image: image604.wmf]n

가 3/4에 접근하는 것을 발견하였다[KLY85]. 이 사실은 동적 걷기 모형이 단순 자기 회피 걷기와 같은 보편성을 갖는다는 것을 의미하므로 통계역학적으로 볼 때 동적 성장 걷기 모형이 단순 자기 회피 걷기와 다를 바 없다는 것을 의미하여 동적 [image: image752.wmf]p
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성장 걷기 모형의 물리적인 의미를 반감시켰다. 

      따라서 동적 성장 걷기 모형의 제안 의도를 살리는 또 하나의 모형이 제안 되었는데 이 모형이 바로 무한 성장 자기 회피 걷기 모형(indefinitely growing self-avoiding walks:앞으로는 무한 성장 모형이라 부르자.) [KLY85II]이다. 동적 성장 걷기 모형과 무한 성장 모형이 서로 다른 점은 무한 성장 모형은 이미 방문한 점을 피할 뿐만 아니라, 방문하였을 때 성장이 정지 되는(또는 함정에 빠지는) 격자 점으로의 성장도 배제하는 영리함과 철저함을 모형에서 고려하였다는데 있다. 그러나 이는 걷기의 성장이 현재의 걸음 뿐만 아니라 그 다음 걸음의 상태까지 고려해야 한다는 의미에서 볼 때 매우 부자연스러운 측면을 갖고 있다. 참고문헌 [KLY85II]은 2 차원에서 걸음의 감는 각에 제한을 주면 이 모형을 자연스럽게 만들 수 있다고 주장하였다. 3 차원 이상에서는 감는 각의 개념의 도입이 불가능하고, 또 3 차원 이상에서 지수 
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등의 계산 결과가 현재까지는 명확하지 않아서 이 모형의 보편성에 관한 결론이 지금까지 알려져 있지 않다. 다만 2 차원에서 전산기로 계산한 결과 
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 EMBED Equation.3  [image: image607.wmf]»

0.57 정도로 알려져 있어 단순 자기 회피 걷기나 참 걷기와는 다른 보편성을 가질 수도 있다는 추측 정도의 결론에 도달해 있다. 

      이 장에서 다룬 여러 걷기 모형 외에도 문헌들을 찾아 보면 1980-1990 년대에 걸쳐 전산기의 발달과 함께 많은 걷기 모형이 제안되고 공부되어 왔다. 이 논저에서 이러한 모형들을 모두 논의한다는 것은 불가능하므로 이러한 모형들을 몇 가지 유형으로 분류하여 그 물리적인 뜻과 함께 언급할까 한다. 여기서 언급한 개개의 모형에 관심있는 독자는 해당 참고 문헌을 참조해 주기 바란다. 가장 먼저 언급해야 할 걷기 모형의 유형은 비등방성 걷기 모형(anisotropic walk model), 또는 방향성 걷기 모형(directed walk model)이다. 이는 격자 구조에서 걸음을 행할 때 걸음의 방향을 제한 하는 모형이다. 예를 들자면 2 차원 정방형 격자에서 주어진 걸음에서 걸음의 가능한 
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의 4 방향 중 
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, 
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 만으로 걸음의 방향을 제한하는 것 등을 의미한다. 이러한 모형의 장점은 단순 자기 회피 걷기의 물리적 특성을 해석적으로 정확히 구할 수 없는 것에 비하여, 물리적인 특성을 해석적으로 정확히 구해낼 수 있다는데 있다. 이와 같은 방향성 걷기 모형은 여러 가지 다양한 모형[PRV89, KKK89, KKJ91]들이 제안되어 있으므로 관련된 참고 문헌을 통해 그 특성을 파악해 주기 바란다. 그러나 이러한 모형의 특징을 잘 나타내는 실험적 현상이 존재하느냐 하는 문제가 바로 이러한 모형의 약점이라고 할 수 있다. 언급하고 싶은 또 하나의 유형은 바로 편향성 모형들이다. 편향성 걷기 모형(biased walk models)이란 격자 위에서 한 걸음이 행해지고 난 바로 다음 걸음이 앞 걸음과 같은 방향으로 가려는 경향이 있는 모형이다. 즉 연속된 두 걸음이 방향이 같아질 (또는 직선이 될)확률을 
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, 이에 비해 걸음이 다른 방향으로 갈 확률을 
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일 때를 편향성 걷기 모형이라 부른다. 편향성 멋대로 걷기는  지속성 멋대로 걷기(persistent random walks)[HAU87]와 관계가 있다. 또 편향성 자기 회피 걷기(biased self-avoiding walk)는 중합체가 유연하지 못하고 딱딱할(stiff) 때 나타나는 현상을 모형화 한 것이다[LEN86]. 마지막으로 언급할 걷기 모형은 트레일(trail)이라 부르는 모형이다. 트레일은 멋대로 걷기와 자기 회피 걷기의 중간 정도의 모형이라 할 수 있는데, 격자 위에서 트레일은 한 번 방문한 격자 점은 얼마든지 방문할 수 있지만, 이웃하는 격자 점들을 연결하는 동일한 결합선을 따라 뛰는 걸음은 주어진 걷기 동안 오직 한 번만 허용되는 모형이다. 이 트레일은 저질 용액(poor solvent) 속에 녹아 있는 중합체 분자들이 온도가 내려 가면  인력을 주는 장거리 상호 작용이 체적 배제 효과를 이겨서 엉키는 
[image: image617.wmf]Q

-붕괴(
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-collapse)[GEN79] 현상을 모형화 한 것[LYK85, CHY90,CHM92]으로 알려져 있다. 

      3.9 걷기 모형의 지수 계산법

      여러 걷기 모형의 특성 혹은 보편성을 나타내는 것은 양끝 지수 
[image: image619.wmf]n

 또는 프랙탈 차원 
[image: image620.wmf]n
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를 포함한 각 종의 지수(exponent)들이다. 그러나 이러한 지수는 1 차원과 같은 특수한 경우나 방향성 걷기 모형과 같은 특수한 모형을 제외하면 해석적으로 정확히 구해낸다는 것은 거의 불가능하다. 따라서 걷기 모형의 연구에서는 몇 가지 전형적인 근사적 계산법을 택하고 있는데 이 절에서는 이 방법들을 간단히 소개하기로 하자. 이 전형적인 방법들은 수치적 방법(numerical method), 실공간 재규격화 군(real space renormalization group), 및 장론적 방법(field-theoretic method) 등으로 분류할 수 있다. 이제 각각의 방법을 간단히 소개하기로 하자.

      수치적 방법은 1980 년대부터 급속히 발전하기 시작하여 현재에도 매우 빠르게 발전하고 있는 전산기(computer)의 놀랄만한 계산 능력으로 인해 크게 발전한 분야이다. 수치적 방법을 사용하려면 우선 전산기로 걷기 모형의 data를 얻어야 한다. 걷기 모형의 data란 평균 제곱 양끝 거리 
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 등을 걸음 수 
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의 함수로 표현한 것과 
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 걸음 걷기의 수 
[image: image624.wmf]N
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을 
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의 함수로 표현한 것 등이라 할 수 있다.  이러한 data를 얻는 방법으로 엄밀 계산법(exact enumeration)과 Monte Carlo 시늉 내기(Monte Carlo simulation: 그냥 시늉 내기라고 하기도 하고 전산 시늉이라 부르기도 함)의 두 가지가 주로 사용되고 있다. 엄밀 계산법이란 실제로 격자 위에서 
[image: image626.wmf]N

 걸음까지의 모든 걸음을 재현하여 이를 토대로 계산하는 방법이다. 정방형 격자 위의 자기 회피 걷기를 예를 들면 
[image: image627.wmf]1
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인 걷기는 4 개, 
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인 걷기는 12 개…등등을 직접 만들어서 위에서 언급한 data를 얻는 방법이다. 실제로 참고 문헌 [SYK72]에서는 
[image: image629.wmf]24
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까지의 모든 자기 회피 걷기를 만들어서 그 성질을 계산한 바 있다. 이러한 엄밀 계산법은 걷기의 성장 계산법(algorithm)이 복잡하면, 현재 계산기의 능력으로도 
[image: image630.wmf]N

이 60 정도 이상에 대한 계산은 거의 불가능하므로 그 계산의 엄밀성에도 불구하고 스스로 한계를 가지고 있다. Monte Carlo 시늉 내기(Monte Carlo simulation)는 난수(random number)를 이용하여 정해진 
[image: image631.wmf]N

에 해당하는 걷기를 실제로 만들어 이를 이용하여 data를 얻는 방법이다. 자기 회피 걷기의 특성을 정방형 격자 위에서 시늉 내기로 구한다면 다음과 같이 하면 된다. 
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일 때 가능한 4 걸음 중 1 개를 임의로(또는 난수를 이용하여) 선택하고 그 것으로부터 
[image: image633.wmf]2

=

N

일 때 가능한 3 걸음 중 하나를 임의로 선택하여 연결하는 등의 순서로, 미리 정한 
[image: image634.wmf]N

까지 진행하여 하나의 걷기를 완성한다. 물론 정해진 
[image: image635.wmf]N

이 크면 클수록 
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 걸음을 걷기 전에 함정에 빠지는 수가 많을 것이고, 일단 함정에 빠진 걷기는 포기하고 새로운 걷기를 만들어야 한다. 이런 식으로 가능한 많은(계산하는 사람의 인내의 한계에 도달할 때까지) 걷기를 만든 다음 각각의 걷기에서 얻은 data를 만들어진 걷기들에 대해 평균한 것을 주어진 
[image: image637.wmf]N

 걸음 걷기의 특성으로 하면 된다. 물론 시늉 내기에 의해 구해진 data는 정확한 것이 아니기 때문에 각각의 data 자체가 오차를 가질 수 밖에 없다는 결점이 있으나, 엄밀 계산법 보다는 상당히 큰 
[image: image638.wmf]N

에 대한 data를 얻을 수 있다는 장점이 있다. 그러나 시늉 내기에 의한 data는 통계적으로 볼 때 중요한 중가를 갖는 sample을 많이 만들어 그 평균을 얻으면 실제 값에 가까이 갈 수 있다는 의미의 주요 샘플링(importance sampling)이라는 사고 방식을 바탕으로 생각 볼 때 크게 나쁜 방법은 아니다. 일반적으로는 주어진 조건하에서 엄밀 계산법 적용이 가능한 최대의 
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(지금 까지 엄밀 계산법이 적용된 최대의 
[image: image640.wmf]N

은 
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[WCE98] 정도)까지는 엄밀계산법으로 data를 구하고 그 보다 큰 
[image: image642.wmf]N

에 대해서는 시늉 내기로 data를 외삽(extrapolate)하는 것이 두 방법을 효과적으로 조합하는 방법이다. 이러한 방법으로 data를 얻은 다음 멱 법칙에 맞추면(fitting) 보편성 지수들을 얻을 수 있다. 가령 
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의 
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에 대한 data를 위의 방법으로 얻었다 하자. 그러면 
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는 점근적 극한(asymptotic limit)에서 
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이 성립한다고 가정하여 수치적으로 얻은 
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에 맞추어 지수 
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 등을 결정하면 된다. (3.91) 식에서 지수 
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식에 대한 비해석적인 수정항이고 그 이하 항은 해석적으로 기대할 수 있는 수정항 
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은 정수)들을 나타내고 있다. 

      다음으로 실공간 재규격화 군(real(position) space renormalization group)을 이용하는 방법에 관해 생각해 보기로 하자. 이 방법을 사용하려면 걷기 모형의 생성함수(모함수:generating function)를 먼저 정의하여야 한다. 생성함수(generating function) 
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으로 정의되는 함수이다. 3.1 절에서 정의했듯이 
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를 원점에서 시작한 
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 걸음 걷기가 점 
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을 그 끝점으로 갖는 걷기의 총수라면
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인 관계가 있다. 따라서 
[image: image658.wmf]N

 걸음 걷기의 총수 
[image: image659.wmf]N
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을 평형 통계역학의 분배함수(partition function)에 대응하는 함수라 생각하면 생성함수 
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는 대분배함수(grand partition function)에 해당된다. 또 (3.92) 식의 
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는 퓨가시티(fugacity)라 불리는 양으로, grand canonical ensemble의 
[image: image662.wmf])
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에 해당하는 역할을 한다고 할 수 있다. 지금 
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이 (3.49) 식과 같이 쓰인 다면 (3.92) 식의 합은 
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일 때 수렴할 것이다. 
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인 극한에서 퓨가시티 
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으로 쓸 수 있다. 이 식을 이용하면 
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와 같은 특이성(singular behavior)을 보인다. 이는 임계 현상에서의 감수율의 특이성과 매우 비슷하므로 
[image: image673.wmf]k

는 환산 퓨가시티 (reduced fugacity)라 부른다. 즉 
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는 임계현상의 환산 온도((0.16) 식 참조)와 비슷한 역할을 하는 양이다. 
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와 같은 특이성을 보인다. 그러므로 주어진 걷기 모형의 생성함수 
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를 정확히 계산할 수 있으면 걷기 모형의 지수 
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등을 정확히 계산해 낼 수 있다. 이러한 계산을 쉽게 할 수 있는 경우가 바로 방향성 걷기 모형들 인데 이러한 계산에 관심 있는 독자는 참고 문헌 [PRV89] 등을 참조해 주기 바란다. 걷기 모형에 대한 실공간 재규격화 군론의 적용은 바로 생성 함수 
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를 결정하는 퓨가시티 
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를 이용하는 것이 보통이다. 지금 
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 차원 초격자 구조 위에서 
[image: image685.wmf])

1

(

>

b

b

d

개의 단위 cell로 구성된 부분 격자를 생각해 보자. 이 부분 격자를 둘러싸는 초 표면(hyper surface) 중의 한 면에서 출발하여, 출발면과 반대 방향에 있는 초 표면 위에서 끝나는 가능한 모든 걷기(즉 
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개의 단위 cell을 span하는 걷기)로 구성되는 생성 함수 
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이 된다. 이러한 
[image: image689.wmf])
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개의 단위 cell을 1 개의 단위 cell로 변환하면 길이가 
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로 축척 되는 축척 변환(그림 0.1 참조)이 일어난다. 축척된 단위 cell을 span하는 걷기는 1 걸음 걷기로 이 걷기의 생성 함수는 바로 축척된 단위 cell위에서의 퓨가시티 
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이 된다. 따라서 축척전 후 퓨가시티의 관계는

            
[image: image692.wmf])

(

K

G

K

b

=

¢






        (3.98)

이 된다. (3.98) 식이 축척 변환에 대응하여 
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으로 사상하는(mapping) 식이 되는데 이 식을 실 공간 재규격화 군 변환식(real-space renormalization group transformation)이라 부른다. (3.98) 식은 임계현상의 (0.17) 식에 대응하는 식이라 할 수 있다.  (3.98) 식에 의해 자기 자신으로 변환되는 
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식을 만족하는 
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들을 바로 (3.98) 식의 부동점(fixed point)이라 부른다. 만약 걷기의 양끝 거리의 대평균 
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에서 보면 재규격화 군 변환 (3.98)에 의해 
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가 변화하지 않아야 할 것이다. 왜냐하면 무한히 긴 길이를 기준으로 보면 
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의 축척 변환은 의미가 없기 때문이다. 즉 
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이 되어야 한다는 것이 바로 재규격화 군을 이용한 이론의 기본 가정이다. 따라서 
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이 성립한다. 그런데 
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로 축척하면, 
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가 성립하여야 한다. 따라서 지수 
[image: image709.wmf]n

는 (3.101)과 (3.102)로 부터
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으로 된다. (3.103) 식이 바로 실공간 재규격화 군론을 이용하여 지수들을  얻는 방법을 나타내는 것이라 할 수 있다. (3.103) 식을 이용하여 
[image: image712.wmf]n

를 구하 는 재규격화 군론을 사용하려면 결국 변환식 (3.98)을 정확히 구해내야 한다. 그러나 일반적으로 (3.98) 식을 정확히 구하는 방법이 별로 없다는 것이 재규격화 군론의 문제점이다. 재규격화 군론을 보다 잘 이해하기 위하여 자기 회피 걷기에 재규격화 군론을 구체적으로 적용해 보자. 그림 3.9와 같이 정방형 격자에서 
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 (3.98) 식을 얻는 방법을 생각해 보자. 그 중 가장 간단한 방법이 구석(원점)에서 수직 축(수평 축) 방향으로 걸어 나오는 걷기를 축척된 격자에서 수직 걸음(수평 걸음)에 대응시키는 방법이다. 이러한 방법을 소위 구석 법칙(corner rule)[SRF82]이라 부른다. 그림에서 보듯이 이러한 방법을 적용하면 1 개의 4 걸음 걷기, 2 개의 3 걸음 걷기, 1 개의 2 걸음들이 1 개의 수직 걸음에 대응하므로 
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와 같은 변환식이 생기는데, 이러한 변환식의 부동점은 
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 등이 되는데 이 중 0과 
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는 각각 한 개의 점으로 구성된 걷기와 격자 점들을 꽉 채우는 걷기에 해당하는 의미 없는 부동점이고 0.379 만이 유일한 의미 있는 부동점이다. 이 부동점과 (3.104) 식을 이용하여 (3.103) 식에 의해 지수를 구하면 
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정도가 나온다. 이는 2 차원에서 정확한 값 0.75에 비하면 약간 적다. 그러나 그림 3.9와 같은 엉성한 방법을 통해 계산한 사실을 고려할 때 상당히 정확한 값이라 생각할 수 있다. 그렇다면 이러한 결과를 주는 (3.104) 식의 문제점은 무엇인가? 첫번째로 시작점을 원점으로 국한하였다는 점이다. 실제로 그림 3.9의 기본 구조에 들어왔다 나가는 자기 회피 걷기들을 모두 생각해서 1:2로 축척하여야 하는데 구석점이 아니라 기본 구조의 옆 변의 한 점에서 이 구조에 들어 올 수 있는 가능성을 무시하였다. 또 무한히 긴 걷기를 생각할 때 이 걷기의 일부분에서 이 구조를 벗어났다가 다시 이 구조를 벗어난 쪽에서 이 구조로 다시 돌아올 수도 있는데 이를 (3.104) 식의 변환식이 반영하지 못한다는 것이다. 이러한 문제 점들을 해결하는 여러 가지 방법이 도입되었으나, 소규모의 격자구조를 재규격화 군론에 이용하는 소규모 cell 재규격화 군론은(small cell renormalization group) 한계가 있는 것이 발견되었다[SRF82]. 따라서 이러한 한계를 벗어나기 위하여 축척률 
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를 될 수 있는 대로 크게 하는 군론을 생각하여야 하는데 그 것은 결국 걸음 수가 많은 걷기를 효과적으로 취급하는 문제로 환원되기 때문에 또 문제가 생기게 된다. 따라서 Monte Carlo 시늉 내기와 재규격화 군을 상호 보완적으로 조화시키는 이론인 Monte Carlo 재규격화 군론[SRF82]을 사용하여 
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가 큰 경우에 적용하여 상당히 정확한 결과를 걷기 모형들에서 얻게 되었다는 것이 알려져 있다.

      마지막으로 장론적 방법(field-theoretic method)에 관해 생각해 보기로 하자. 장론적 방법은 경로 적분(path-integral) 등을 이용하는 전통적인 장론적 방법[KLE95, WIE86], 축척 이론을 조합한
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-expansion) 및 2 차원에서 주로 적용되는 등각장론(한꼴마당이론:conformal field theory) [NIE87,DUP89,CAR94] 등의 방법이 있다. 이러한 장론적 방법은 그 자체가 수학적으로 정의하기 힘들고 또 그 적용 범위에도 한계가 있으므로 관심 있는 독자는 주어진 참고 문헌을 참조해 주기 바란다. 다만 여기서는 앞으로도 계속 인용될 
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-전개(
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-expansion)에 대해서만 잠깐 언급할까 한다. 0 장에서 언급한 
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-벡터 모형의 하밀토니안((0.1) 식 참조) 
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는 Hubbard-Stratonovich 변환[AMI78,CAR96] 등을 통하여  
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등으로 표시할 수 있다. 여기서 
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 근처의 스핀 벡터 
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의 평균치 또는 밀도에 해당하는 양으로 보면 된다. (3.105) 식과 
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-전개[CAR96,YK83]를 이용하여 얻은 상관 거리 지수 
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이 된다. 여기서 
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로 스핀 분포가 존재하는 공간의 차원 
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-벡터 모형의 상임계 차원 
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와의 차를 의미한다. 물론 
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-전개도 정확한 것은 아니며 
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이 작을 수록 그 정확도가 증가한다는 것이 알려져 있다. 그런데 자기 회피 걷기는 
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-벡터 모형에 해당하므로 (3.106) 식에 
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을 대입하여 얻은 결과는 
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가 되어 자기 회피 걷기의 정확한 값 0.58에 상당히 가까운 것을 알 수 있다[GEN72,YK83].
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그림 3.4: 중합체의 상징적 채적 배제 효과. ( �들이 단양체 사이의 척력이 강하게 작용하는 부분임)  





a)





b)





그림 3.5: 2 차원 정방형 격자 위에서의 자기 회피 걷기. a) � EMBED Equation.3  ���인 12 개의 자기 회피 걷기. b) � EMBED Equation.3  ���인 자기 회피 걷기





그림 3.6: 정방형 격자 위에서 성장이 정지(함정에 빠지는)되는 자기 회피 걷기





a)





b)





그림 3.7: � EMBED Equation.3  ���인 참 자기 회피 걷기와 (단순) 자기 회피 걷기의 특성을 고려하기 위한 몇 가지 경우.





그림 3.8: 동적 성장 걷기 모형과 단순 자기 회피 걷기를 비교하기 위한 걷기의 상태.





그림 3.9: 정방형 격자 위에서의 자기 회피 걷기의 재규격화 군 변환 중 가장 간단한 경우(축척률 � EMBED Equation.3  ���1:2)





그림 3.1: 정방형 격자 위에서의 멋대로 걷기:전산 시늉으로 얻음


        (O 점이 출발점임)








그림 3.3: 2 차원에서 � EMBED Equation.3  ���일 때의 무작위 Levy 비행








그림 3.2: Gaussian 분포 � EMBED Equation.3  ���와 멱 분포  � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���등과의 비교
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