제 2 장

자기아파인 프랙탈과 복합프랙탈

(Self-Affine Fractal and Multifractal)

      이 장에서는 프랙탈 분포와 비슷한 물리적인 성질을 갖지만 등방성 자기상사성과 프랙탈 차원만으로는 그 기하학적인 성질을 설명할 수 없는 분포에 관해 설명하려고 한다. 즉 제 1 장에서 설명한 프랙탈을 단순 프랙탈(단순 쪽거리:simple fractal) 또는 등방성 프랙탈(등방성 쪽거리:isotropic fractal)이라 부른다면, 이 장에서 설명하려고 하는 프랙탈 분포들은 자기아파인 프랙탈(자기아파인 쪽거리:self-affine fractal)과 복합프랙탈(뭇겹 쪽거리: multifractal)이라 부를 수 있는 것들이다. 

      2.1 자기아파인 프랙탈(self-affine fractal)

      제 1 장에서 설명한 프랙탈 분포의 자기 상사성이란 길이의 등방성(iostropic) 축척변환에 대해서 그 기하학적인 성질이 불변(invariance)이라는 것을 의미했다. 이것에 비하여 자기아파인성(self-affininity)이란 방향에 의존하는 축척변환을 하였을 때 축척 대칭성이 존재하는 것을 의미한다. 즉 자기아파인 프랙탈(자기아파인 쪽거리:self-affine fractal)이란 비등방성 축척 대칭성(anisotropic scaling symmetry)을 갖는 프랙탈 분포를 의미한다. 자기아파인 프랙탈이 갖는 비등방성 축척 대칭성이란 
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 차원 공간에 놓인 자기아파인 프랙탈위의 점들을 직각 좌표계에서 
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로 표시했을 때 함수 
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(2.1)

을 갖는 것을 의미한다. 이 때 
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는 Hurst 지수(Hurst exponent) 또는 거칠기 지수(roughness exponent)라 부른다. 자기아파인 프랙탈은 
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가 일가함수(single-valued function)인 경우와 다가함수(multi-valued function)인 경우로 나눌 수 있다.

      단순 프랙탈은 그 성질을 규명하는 데 있어서 1 개의 프랙탈 차원만이 필요했다. 그러나 
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가 일가함수(single-valued function)인 경우의 자기아파인 프랙탈은 그 특성을 나타내는 데는 관찰하는 길이의 크기에 따라 두 가지 프랙탈 차원이 필요하다. 이러한 특성에 관해 살펴보기 위하여 평면 (1+1 차원) 위에서 하나의 결정적 자기아파인 프랙탈(deterministic self-affine fractal)을 구성해 보자. 그림 2.1에서와 같이 단위 길이의 구간(unit interval)을 최초자로 하여, 바로 전 세대의 구간들을 
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-세대의 원시프랙탈을 나타내는 함수 
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를 만족시킨다. 따라서 이 함수의 거칠기 지수는 
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일 때 이 프랙탈은 완전한 자기아파인 프랙탈이 될 것이다. 이러한 프랙탈의 상자수 차원(box dimension)을 구하여 보자. 지금 
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을 계산해 보자. 식 (2.2)로 미루어 볼 때 
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가 되어 이 프랙탈의 상자수 차원 
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는 (1.27) 식으로부터
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가 된다. 
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      이러한 프랙탈의 기본구성요소를 기본 직사각형의 대각선들이라 생각하면 이 대각선의 비등방성은 세대수가 증가함에 따라 더욱더 뚜렸해지고 횡축 방향으로 더 많이 축척되어 세로와 가로의 비는 점점 작아질 것이다. 따라서 
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일 때 이 프랙탈은 구간 전체로 볼 때 높이에 대한 폭의 비가 0이 되어 멀리서 관찰할 때에는 프랙탈 자체의 내부 구조는 보이지 않고 마치 횡축 주위에 약간 꺽어진 직선들이 모여 있는 것 같이 보일 것이므로 전체적 프랙탈 차원은 1이 된다고 할 수 있다. 이러한 관점을 수학적으로 확실히 하기 위해 
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 세대의 새로운 함수 
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로 정의해 보자. 이 함수는 단위 구간에서는 
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와 같이 정의 되기 때문에 국소 프랙탈 차원(local fractal dimension) 
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값이 커지는 비율보다 훨씬 작게 되어 전체적 프랙탈 차원(global fractal dimension)은 
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이 될 것이다. 즉 일가함수로 이루어진 자기아파인 프랙탈의 대표적인 성질은 그 프랙탈을 관찰하는 길이의 크기에 따라 그 차원이 달라 진다고 할 수 있다. 이러한 성질을 갖는 물리적인 예는 한계적으로 안정적 성장(marginally stable growth)을 하는 계면(interface)에서 주로 볼 수 있다(제 7장 참조). 가령 물리적으로 (
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라 둘 때, 가능한 많은 계면에 대해 평균한 상관함수 
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 같은 성질을 만족하고 있다고 하자. 그러면 이 계면은 무정형적 자기아파인 프랙탈(random self-affine fractal)이라 할 수 있다. 계면의 각 점에서의 높이 
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로 쓸 수 있다. 여기서 
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임을 보일 수 있다. 즉 
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보다 큰 길이의 축척으로 계면을 볼 때에는 계면이 거의 평평한 면으로 보여 계면의 프랙탈 차원은 
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보다 매운 작은 길이의 축척으로 계면을 볼 때에는 계면의 거칠기 보다 상세하게 볼 수 있어서 프랙탈 차원은 국소차원 
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      이러한 일가함수성 자기아파인 프랙탈들의 대표적인 예들을 들어보기로 하자. 첫번째 예는 수학적인 예로 Weierstrass-Mandelbrot 함수[WEI95]
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이다. 여기서 
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이 된다. 그런데
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이 성립하여 함수 
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는 자기아파인 성질을 만족하고 있다는 것을 알 수 있다. 다음으로 물리적인 예를 들어보기로 하자. 지금 멋대로 걷기(random walks), 확산(diffusion) 또는 Brown 운동이라 부르는 현상을 논의해 보자. (제 3장 참조). 확산을 시작한 
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라 하면 이 입자들의 평균제곱거리(root mean square distances)는 일반적으로  (제 3, 5장 참조)
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이 된다. 이 때 
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이면 초확산(super diffusion)이라 부른다 (제 3, 5 장 참조). 지금 1차원 공간에서 
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 주위의 요동은 그림 2.2b)과 같이 나타낼 수 있다. 그림 2.2b)에서의 
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에 대한 곡선을 (1+1) 차원에서 곡선으로 보면 자기아파인 프랙탈의 성질을 만족하고 국소 프랙탈 차원 
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[image: image362.wmf]h
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를 만족한다. 즉 Brown 운동은 시간 
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를 하나의 기하학적인 축으로 생각할 때 국소적으로 보면 프랙탈 차원 
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 축에 붙어 있는 것처럼 보여 전체 프랙탈 차원은 
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이 되어 전형적인 일가함수의 자기아파인 프랙탈의 성질을 만족하고 있다. 그림2.3은 (2+1)차원에서의 제한된 고체상 고체 모형(restricted solid-on-solid model)[KJK89]에서 나타나는 계면으로, 거칠기 지수는 
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      자기아파인 프랙탈을 정의하는 함수 
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가 지금까지 설명한 일가함수의 경우와는 달리 다가 함수인 경우도 있다. 이러한 범주에 들어가는 자기아파인 프랙탈 중 대표적인 것은 그림 2.4에서 볼 수 있는 것과 같은 정형적 자기아파인 프랙탈이다. 이 프랙탈은 1차원에서 기본 구간을 최초자로 하여 세대를 반복할 때 마다 주어진 
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 방향으로 발생자를 두 개씩 더하고 
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 방향으로 발생자를 한 개씩 더하여 만들어진 형태이다. 이러한 조작을 무한히 많이 했을 때 생기는 형태는 
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 축 방향으로는 길이를 5배 늘리고 동시에 
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 축 방향으로는 길이를 3배 늘리면 원래의 형태와 같은 것을 알 수 있다. 즉 비등방성 축척에 대한 대칭성을 갖고 있다고 할 수 있어서 이 프랙탈도 자기아파인 프랙탈이라 할 수 있다. 지금 가로, 세로가 각각 
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[image: image363.wmf]3
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라 쓸 수 있다. 그러므로 한 변이 
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로 표시되므로 이러한 형태의 프랙탈 차원은 기본적으로 
[image: image103.wmf]1
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이고 나머지 항의 지수 
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는 등방성 축척 대칭성에 대한 수정항(correction to scaling)의 중요도를 알려주는 지수라 할 수 있겠다. 따라서 (2.3) 식, (2.8) 식 및 (2.16) 식을 비교해보면 다가 함수에 기인하는 자기아파인 프랙탈은 일가함수에 기인하는 자기아파인 프랙탈과 전혀 다른 수학적인 성질을 가지는 것을 알 수 있다.

      2.2 프랙탈 측도와 복합프랙탈 

(Fractal Measure and Multifractal)

      한 변의 길이가 
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 차원 공간에 어떤 물리량이 분포되어있다고 가정하자. 그 물리량의 어떤 점 
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 개로 덮을 수 있다고 가정하자. 이러한 초입방체 중 
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 번째 초입방체 내부에 있는 물리량의 총 합을 
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라 쓸 수 있다. 여기서 적분의 구간을 나타내는 "[
[image: image115.wmf]d
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]"라는 식의 의미는 
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번째 초입방체 안에 있는 점들에 대해서만 주어진 적분을 행하라는 뜻이다. 또한 
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들이 정규화(normalization) 되어져 있다고 하면 
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을 만족할 것이다. 이와 같은 
[image: image119.wmf]i
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들을 초입방체 
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의 프랙탈(쪽거리) 측도(measure)라 한다. 일반적으로 복합프랙탈(뭇겹 쪽거리:multifractal)이란 (2.17) 식의 측도가 무한히 많은 특이성(singularity)을 보여, 이로 인해 연속적인 프랙탈 차원 스펙트럼을 가지고 있는 것을 의미한다 [HAL86]. 여기에서 특이성(singularity)이란 어떤 함수가 국소 멱법칙 거동(local power law behavior)을 보이는 것을 의미한다. 즉, 복합프랙탈에서 측도 
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와 같은 멱법칙을 만족한다. 여기에서 
[image: image123.wmf]i
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는 측도의 국소 특이성(local singularity)을 나타내는 지수로, Lipschitz-Hölder 지수 (Lipschitz-Hölder exponent)라 부른다. 일반적으로 동일한 
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를 갖는 초입방체는 여러 개 존재할 수 있다. 
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와 갖은 멱법칙을 만족한다. 이 때 
[image: image128.wmf])
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로 특정지어지는 초입방체들로 이루어진 부분 집합의 프랙탈 차원(상자 차원)이 된다((1.26), (1.27) 식 참조). 복합프랙탈 분포에서의 
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는 연속 스펙트럼을 가져야 한다. 또한 바탕 공간의 프랙탈 차원을 
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인 관계가 성립한다. 즉 
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의 최대값은 그 프랙탈이 정의되어진 바탕 공간의 차원 이상은 될 수 없다. 이제 각 상자의 확률분포 
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를 고려해 보자. 
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가 성립한다. 또 
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의 멱법칙을 만족시킨다. (흔히 
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로 표시하기도 한다.) 이 때 
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 generalized dimension)이라 부른다.

      이제 
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사이의 관계를 알아보자. (2.19) 식과 (2.22) 식으로부터 (2.22) 식은 
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로 표현되어진다. (2.25) 식은 피적분함수를 최대로 만드는 
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에 의해 좌우되며, 이 
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를 만족해야 한다. 따라서 (2.25) 식은 근사적으로 
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가 된다.  (2.27) 식을 (2.24) 식과 비교해보면
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을 얻을 수 있다. 따라서
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가 성립한다. (2.27) 식과 (2.29) 식을 보면 변수 (
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)는 (
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)의 Legendre 변환임을 알 수 있다. 실험이나 전산 시늉(simulation)을 통하여 복합프랙탈의 프랙탈 차원 스펙트럼을 얻기 위해서는 (2.22) 식과 (2.24) 식으로부터 
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를 먼저 구한 후에 (2.28) 식과 (2.29)식을 이용하여 
[image: image169.wmf]a
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를 구하는 방법을 택하고 있다.

      여기에서 프랙탈 차원 스펙트럼 중 특별히 의미있는 차원들에 관해 논의해보자.  (2.28) 식과 (2.29) 식에서 
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이 성립하고, (2.30) 식에서 
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가 된다. 앞에서 언급한 바와 같이 
[image: image175.wmf]i
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가 정규화 되어있다면 
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를 하나의 확률분포 함수로 생각할 수 있다. 그러므로 
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을 복합프랙탈 분포의 정보 엔트로피라(information entropy) 부르고 
[image: image179.wmf]1
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을 정보 차원(information dimension)이라 부른다.
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이 된다. 여기서 
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를 얻을 수 있다. 이상의 논의에서 볼 때 
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들의 분포가 진정한 의미에서 복합프랙탈이 되려면, 
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중 하나로 모든 프랙탈 차원들을 설명할 수 있고, 이와 같은 경우에는 
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들의 분포가 복합프랙탈 분포라 말할 수 없다.

      우리는 위에서 Legendre 변환을 통하여 
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사이의 변환이 가능함을 보았다. 이상의 결과를 잘 알려져 있는 열역학 변수들에 대응시켜 보자. (2.22) 식을 
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으로 두고, 
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는 평형 통계역학에서의 분배함수(partition function) 
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이 되어 
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      2. 3 반복에 의해 생성되는 복합프랙탈

      이제 이러한 복합프랙탈에 관한 논의를 반복 기법에 의해 간단히 생성되는 복합프랙탈적 확률 분포에 적용해 보자. 반복에 의해 생성되어지는 복합프랙탈의 경우는 정확한 확률 분포를 알 수 있으므로 이를 이용하여 
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       이와 같은 축척과정을 무한히 반복함으로써 만들어진 확률 분포에서 
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표 2.1 : 복합프랙탈의 변수들과 열역학 변수들과의 비교

 복합프랙탈
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로 나타낼 수 있다.여기에서 
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이 되고, (2,24), (2.38), (2.39) 식으로부터
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의 관계를 얻을 수 있고, (2.40) 식으로부터 
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과 같이 표현될 수 있다[HEN83, HAL86]. 

이제 구체적으로 
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를 얻을 수 있다. 이 결과로부터 얻을 수 있는 
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의 스펙트럼은 그림 2.6a)와 같다. 또 (2.28) 식을 이용하여 
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 스펙트럼을 구해보면 그림 2.6b)과 같은 결과를 얻을 수 있다.

      2.4 무작위 증식 과정

      이 절에서는 Schrödinger 방정식, 무질서가 있는 격자 위에서의 탄성 방정식 (elastic equation), 난류 등 많은 분야에 응용될 수 있는 무작위 증식 과정(random multiplicative process)의 복합프랙탈적 특성을 살펴보기로 하자 [PES86]. 우선 1차원 공간에서 위치 
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의 관계를 만족한다고 가정해보자. 여기에서 
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의 확률 분포를 따른다고 하자. 
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를 따르고, 
[image: image264.wmf])

(

N

k

y

는

            
[image: image265.wmf]D

+

-

=

)

2

(

)

(

k

N

k

e

N

y

 





 (2.45)

을 만족한다. 이러한 
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들이 나타날 확률을 [0,1] 사이의 구간의 부분집합의 길이로 할당하면 그림 2.7과 같이 나타낼 수 있다. 따라서 [0,1] 사이의 위치를 나타내는 변수를 
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가 된다. 따라서 
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로 정의되는 새로운 변수 
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을 얻을 수 있다. (2.28), (2.41) 식들로부터             
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을 얻을 수 있고, 이상으로부터 그림 2.8의 스펙트럼 곡선을 얻을 수 있다. (2.49) 식 및 그림 2.8를 만족하는 복합프랙탈 분포를 무질서 요동(disorder fluctuation)의 프랙탈 분포라 부른다.
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이 됨이 알려져 있다[PES86]. 따라서 
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의 분포는 복합프랙탈 분포가 아님을 알 수 있다.

      이상의 결과를 무질서가 있는 1차원 격자구조에서 정의된 밀접결합전자(tight binding electron)에 관한 이론에 적용해보자. 폭 
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를 갖는 균일한 분포의 무작위 퍼텐셜 
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으로 될 것이다. 여기에서 
[image: image295.wmf]E

는 에너지, 
[image: image296.wmf]J

는 깡충뜀 에너지(hopping energy)를 나타낸다. (2.51) 식을 무작위 증식 과정이라 보고 많은 연구자들이 (2.49) 식과 그림 2.8와 같은 복합프랙탈 분포를 얻었다 [SOE84]. 이 외에도 많은 물리 현상들이 복합프랙탈의 성질을 보여주는데, 그 대표적인 예로는 난류(turbulence)나 확산 제한 응집체(diffusion-limited aggregation) 등을 들 수 있다. 이 중 확산 제한 응집체의 복합프랙탈 분포는 6 장에서 자세히 다루게 될 것이다.

      2.5 복합 아파인 프랙탈 (Multiaffine fractal)

       앞서 언급한 복합프랙탈이 일반화된 자기상사 프랙탈이라 하면 복합아파인 프랙탈(multiaffine fractal)은 일반화된 자기아파인 프랙탈이라 할 수 있다[BAR91]. 이러한 복합 아파인 프랙탈의 예는 표면 거칠기 현상 등에서 볼 수 있다[BHK91]. 물질의 성장에서 길이 
[image: image297.wmf]L

인 기판 위의 위치를 
[image: image298.wmf]x

, 
[image: image299.wmf]x

에서의 표면의 높이를 
[image: image300.wmf])

(

x

h

라 하면 표면의 
[image: image301.wmf]q

차 표면 높이–높이 상관함수는

            
[image: image302.wmf]å

=

+

-

º

L

i

q

i

i

q

l

x

h

x

h

L

l

c

1

)

(

)

(

1

)

(





 (2.52)

으로 정의된다. 이 때 
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[image: image370.wmf]D
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의 멱법칙을 따르는 현상이 있음이 알려져 있다 [BAR91,BHK91]. 이 때 
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의 특별한 함수가 아니면 표면 거칠기 현상을 표현하기 위해서 무한히 많은 
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들이 필요하다. 이러한 경우를 표현하는 방법이 바로 복합아파인 프랙탈 분포이다. 이와 같은 현상을 기술하는 방법이 복합프랙탈을 기술하는 방법과 유사함을 볼 수 있다.

      복합아파인 프랙탈을 보여주는 전형적인 예를 보자. 그림 2.9에서 
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가 된다. (2.53) 식을 이용하면 
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이 된다. 그림 2.10은 (2.55) 식으로부터 구한 
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과 같은 관계를 갖는다고 가정해 보자. 이때 
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의 축척관계를 갖는다. 이때 
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이 된다. 
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인 관계식을 얻을 수 있으며, 이 결과를 (2.53) 식과 비교해보면
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을 얻을 수 있다. (2.61) 식과 (2.62) 식을 그림 2.10의 결정적 복합 아파인 프랙탈에 적용하여 
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표 2.2 : 복합프랙탈과 복합 아파인 프랙탈의 비교

복합프랙탈
복합 아파인 프랙탈
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다. 이상에서 살펴본 복합프랙탈과 복합 아파인 프랙탈은 많은 부분에서 비슷한  성질을 가지고 있음을 볼 수 있다. 표 2.2 는 복합프랙탈과 복합 아파인 프랙탈을 비교 정리한 것이다.
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그림 2.1 : (1+1) 차원의 한 결정적 자기아파인 프랙탈.
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그림 2.6 : 결정적 반복과정을 갖는 복합프랙탈의 a) � EMBED Equation.3  ���스펙트럼 b) � EMBED Equation.3  ��� 스펙트럼.





그림 2.3 : � EMBED Equation.3  ���에서의 고체상 고체 모형에서 나타나는 계면.





그림 2.4 : 다가함수형 자기아파인 프랙탈의 한 예.
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그림 2.5 : 결정적 반복과정에 의해 생성되는 복합프랙탈의 개략도. a) 최초자 b) 발생자.











그림 2.7 : (2.42) 식과 (2.43) 식으로 정의된 무작위 증식 과정에서� EMBED Equation.3  ���(=� EMBED Equation.3  ���)의 변화. 각 구간 아래의 숫자는 [0,1] 사이의 변수 � EMBED Equation.3  ���를 나타내고, � EMBED Equation.3  ���에 해당하는 구간의 길이는 그러한 함수가 생길 확률에 해당한다.
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그림 2.8 : 무작위 증식 과정의 a) � EMBED Equation.3  ��� 스펙트럼 b) � EMBED Equation.3  ��� 스펙트럼.








그림 2.9 : � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���인 경우 결정적인 복합 아파인 프랙탈.








그림 2.10 : 결정적 복합 아파인 프랙탈의 � EMBED Equation.3  ��� 스펙트럼.





그림 2.11 : 그림 2.10의 � EMBED Equation.3  ��� 스펙트럼





b)





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





0





1





0





1/2





1





0





0





1





1





1/4





1/4





3/4





1/8





2/8





3/8





4/8





5/8





6/8





7/8











h()











� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED JSSPWGraphic  ���





a)





그림 2.2 : � EMBED Equation.3  ���인 멋대로 걷기의 시간 t에서의 a) 평균 제곱거리와 b) 위치
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