제 1 장

프랙탈:수학적, 물리학적 의미
 (Fractal: Its Mathematical and Physical Meaning)

      이 장에서는 프랙탈(쪽거리)의 근본 개념에 관해 살펴본다. 먼저 물리학적으로 프랙탈 구조라 볼 수 있는 것들에서 프랙탈의 근본 성질을 도출해 낸다. 또 프랙탈의 종류를 여러 가지 의미에서 구분하고 프랙탈 구조의 수학적, 물리적인 뜻을 살펴본다. 

      1.1 자연현상에서의 프랙탈 구조
      대칭성이란 현대물리학에서 가장 많이 사용하는 개념 중의 하나일 것이다. 특히 고체물리학에서는 격자 구조에 기본을 둔 이동 대칭성(translational symmetry)이 고체에서 일어나는 현상을 이해하는 이론적인 골간이 되어 왔다. 이러한 대칭성을 염두에 두고, 물리학에서는 모든 계수(order)의 미분이 가능한 해석적 함수를 그 수학적 방법의 기본으로 생각해 왔다. 기하학적으로 말하자면 물리학에서의 대부분의 구조나 형상은 곡선, 곡면 등과 같은 이상화된 부드러운 물체를 가정하고 있다. 또 근본 구조가 부드럽고 대칭성이 있는 물체이고 그러한 대칭성으로부터 벗어나는 물체는 물체에 국소화된 결함이 다소 포함된 정도라고 생각해 왔다.
      그러나 나무, 구름, 번개, 산과 같은 자연적 형상은 연속적이고 해석적이라기 보다는 오히려 불규칙적인 것이 많이 존재하고, 그러한 불규칙적이고 비해석적인 부분이 국소화 되어 있지 않고 거의 전 형태에 분포되어 있다고 할 수 있다. 또 응집물질(condensed matter)의 미세 구조를 볼 때에도 이동 대칭성이 있는 격자 구조 또는 결정 구조(crystal structure)를 갖는 물질도 많지만, 그러한 대칭성이 없는 구조의 물질도 많이 존재한다고 할 수 있다. 특히 열역학적으로 비평형상태(nonequilibrium)에서 비가역적(irreversible)으로 형성된 물질의 대부분은 그 구조가 불규칙적이고 비해석적인 것들이 많이 있다.(6장 참조) 이러한 것 들 중에는 프랙탈(쪽거리:fractal)이라는 수학적(기하학적)인 개념을 통해 해석, 분류할 수 있는 것들이 상당히 존재한다. 이러한 예들을 살펴보기로 하자. 그림 1.1은 Matushita 등[MAT84]이 전기 도금(elctro-deposition)의 방법을 사용하여 형성시킨 평면상의 아연(Zn) 箔의 모양이다. 또 단백질(protein)은 amino기들을 단양체(monomer)로 한 중합체(polymer)로 대부분의 단백질은 그 구조가 2차원 구조라 보기에도 힘들고 1차원 구조라 보기에도 힘든 구조로 되어 있다.[STA86, YK88]  그림 1.2는 
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Perrin이 관찰한 것으로 물에 떠 도는 콜로이드 입자의 Brown 운동을 현미경으로 관찰한 것이다. [ZAL83]  그림 1.2에서 점들은 30 초 간격으로 관찰된 입자의 위치이고 직선들은 입자들의 위치를 관찰된 순서를 따라 이은 것이다. 이러한 두가지 예들은 앞 장의 Ising 클러스터에서 본 수학적인 성질과 비슷한 성질은 만족하고 있다. 이러한 복잡한 형태가 갖는 물리적인 특성은 무엇일까? 첫번째 특성은 이러한 형태(pattern)를 형성하는 기본 구성요소(fundamental building blocks)의 분포(distribution)가 멱법칙(power law)을 만족한다는 사실이다. 그림 1.1 같은 아연 박의 임의의 한 점을 중심으로  반경 
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인 원 내부에 존재하는 아연 원자의 수를 
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이라 하자. 
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을 여러 개의 다른 점을 중심으로 하여 평균한 다음, 다시 아연 박의 구조를 여러 개를 만들어 그 것들에 대해 평균한 
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을 만족한다.  (1.1) 식에서 부등호 
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이 아연 박의 기본 구성 요소인 아연의 원자 반경 
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보다는 상당히 큰 크기에서 
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이 물리적인 의미가 생긴다는 것이고 L은 아연박 전체의 크기에 대응하는 길이로 
[image: image11.wmf]R

이 L 보다는 작은 범위 내에서만 (1.1) 식이 의미가 있다는 것이다. 이 부등호의 문제점에 대해서는 1.5 절에서 자세히 논의하기로 하자.  마찬가지로 단백질 내 한 점에서 반경 
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인 구 내부에 있는 amino기의 평균 수를 
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이라 하면 이 것들도 (1.1) 식(
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)을 만족한다. 또 그림 1.2와 같은 Brown 운동의 궤적들 위의 한 점에서 반경 
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인 구 내부에 있는 점들의 합의 평균을 
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이라 하면 
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도 (1.1) 식(
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)을 만족한다. 즉 외견상 보기에는 무정형이고 무질서하고 연관 관계가 없는 듯한 두가지 형태가 모두 (1.1) 식의 멱법칙을 만족한다는 사실을 알 수 있다. 따라서 (1.1) 식을 만족시키는 분포를 하는 어떤 물리량의 분포의 
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가 그 분포가 존재하는 바닥 공간의 위상 차원 
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 보다 작은 경우(즉 
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를 만족하는 경우)의 물리량의 분포를 프랙탈 분포(쪽거리 분포:fractal distribution) 또는 단순히 프랙탈(쪽거리:fractal)이라 부른다. 이때 
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를 프랙탈 차원(쪽거리 차원: fractal dimension)이라 부른다. 
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      그러나 (1.1) 식과 같은 멱법칙 만을 만족한다고 하여 그 분포를 프랙탈로 볼 수는 없다. 프랙탈을 결정하는 또 하나의 인자는 바로 자기상사성(self-similarity)을 만족하는지 여부에 달려있다. 어떤 기하학적인 형태(geometrical pattern)가 있을 때 그 중 일부분을 짤라 내어 길이를 원래의 형태와 같은 크기로 확대했을 때 원래의 형태와 동일하게 되면 그 기하학적인 형태는 자기 상사성을 갖는다고 말한다. 그림 1.3a)와 같은 정사각형을 생각해 보자. 그림 1.3b)에서 보는 바와 같이 정사각형의 1/4(길이는 1/2)을 잘라 내어 다시 각 변을 2 배로 확장하면 원래의 정사각형과 같이 된다. 즉 정사각형은 자기 상사성을 갖고 있다고 할 수 있다. 그림 1.1의 아연박도 일부를 잘라내어 확장했을 때 그 나무 가지와 같은 형태는 거의 보존될 것이므로 정사각형과 같이 각각의 형태는 자기 상사성이 없다고 해도 많은 아연박을 준비하여 평균적으로 보면 상사성이 있다고 할 수 있다. 

     1.2 결정적 프랙탈(수학적 프랙탈)
      위에서 설명한 프랙탈의 두 특성을 정확히 만족하는(자기상사성을 보이는 동시에 위상 차원 보다 작은 
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를 갖는 멱법칙 (1.1)을 정확히 만족하는) 기하학적인 형태를 결정적 프랙탈(결정적 쪽거리:deterministic fractal), 수학적 프랙탈(수학적 쪽거리:mathematical fractal), 또는 정형적(定型的) 프랙탈(정형적 쪽거리:nonrandom fractal)이라 부른다. 

       이러한 프랙탈을 만드는 방법을 2 차원 평면 위의 정형적 프랙탈 중의 하나인 장기판 프랙탈(장기판 쪽거리:checkerboard fractal)을 통해서 알아보자. 우선 최초자(initiator)를 한 변의 길이가 1 인 정사각형(그림 1.4a))으로 잡는다. 그 다음 이 정사각형의 한변의 길이를 3 배로 확장하여 그림 1.4b)와 같이 9 등분 한 후 그 중 4 개를 버리고 얻은 모양을 프랙탈의 발생자(generator)라 부른다. 최초자를 이 프랙탈의 제 0 세대(0th generation)라 부르고 발생자를 이 프랙탈의 제 1 세대(1st generation)라 부른다. 다음 단계는 그림 1.4b)의 5개의 정사각형을 제 0 세대에서 제 1 세대를 만들  때와 같은 방법으로 한 변을 3 배로 확장한 다음 5 개의 발생자로 대치하여 제 2 세대를 만든다. 이와 같은 방법을 계속하여 무한히 많은 단계를 밟았을 때 (그림 1.4c) 참조) 얻는 기하학적 형태를 우리는 정형적(결정적) 프랙탈이라 부른다. 이렇게 생긴 기하학적 형태는 과연 프랙탈의 두 성질을 어떻게 만족할까? 먼저 장기판 프랙탈의 기본 정사각형의 수를 고려해 보자. 1-세대에서의 수는
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 이고 2-세대에서의 수는
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이 된다. 그런데 장기판 프랙탈의 길이의 크기 
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은 그림 1.4에서 보듯이 
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가 된다. 즉 
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인 (1.1) 식과 같은 멱법칙을 만족한다.
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자기상사성은 그림 1.4d)에서 보듯이 장기판 프랙탈의 일부분을 잘라 내어 그 길이의 크기를 3 배로 확장하면 원래의 프랙탈과 비슷해지는 것을 보일 수 있다. 그러나 정확한 자기상사성을 만족하려면 프랙탈을 만드는 단계를 무한히 하여 
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가 되는 극한에서만 가능하다. 따라서 
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가 유한할 때)는 엄밀한 의미에서 자기상사성을 만족한다고는 볼 수 없다. 그러나 
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가 매우 큰 경우 자기상사성을 개략적으로 만족한다고 볼 수 있다. 이러한 유한세대의 정형적 프랙탈을 원시 프랙탈(원시 쪽거리:prefractal)이라 부른다. 

      이상의 장기판 프랙탈 구성의 예에서 본 것과 같이 최초자와 발생자만 정하면 발생자를 계속 단계적으로 적용하여 멱법칙과 자기 상사성을 갖는 결정적 프랙탈을 만들 수 있다. 정형적 프랙탈을 형성 시킬 때 발생자를 구성하는 최초자의 수를 
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이라 하고 발생자와 최초자의 단위 길이의 축척비를 
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 세대에서의 프랙탈의 기본 구성요소의 수 
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이고 길이 단위의 축척비는 
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이 되므로 정형적 프랙탈의 프랙탈 차원은 
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이 된다. 결정적 프랙탈을 형성시킬 때 그림 1.4a)에서 보는 바와 같이 최초자에서 발생자를 만들 때 길이를 확대하여 만들어 가는 방법만 있는 것이 아니라 그림 1.4e)에서 보는 바와 같이 
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 세대에서의 원시 프랙탈의 크기를 최초자의 크기로 고정 시켜 놓고 조각을 새기듯이 축소형으로 프랙탈을 형성시켜 가는 방법이 있다. 이 경우 발생자와 최초자의 단위 길이의 축소비를 
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으로 표현할 수 있다. 그런데 같은 프랙탈 형태의 축소형 형성과 확장형 형성에서의 축소비와 축척비의 관계는 
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인 관계가 있으므로 (1.4) 식과
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(1.5) 식은 일치하게 된다.

      그림 1.5, 그림 1.6, 그림 1.7 등은 2 차원에서의 유명한 정형적 프랙탈들이다. 각각의 최초자, 발생자와, 프랙탈차원 
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를 표시해 놓았다. 이러한 정형적 프랙탈에 비해, 0 장의 Ising 클러스터, 그림 1.1의 아연박, 단백질 내부의 아미노기의 분포, 그림 1.2의 Brown 운동의 궤적의 분포 등은 개개의 분포가 프랙탈이라기 보다는 각각의 형태를 여러 개 만들어 평균하면 프랙탈의 성질을 갖는다는 의미에서 통계적 프랙탈(통계적 쪽거리:statistical fractal), 또는 비정형적 프랙탈(비정형적 쪽거리:random fractal)이라고 부른다.                  

      1.3 자기상사성과 멱법칙과의 관계
      프랙탈의 수학적인 성질을 좀 더 엄밀히 하기 위하여 자기 상사성과 위상 차원보다 작은 
[image: image53.wmf]f
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를 동시에 갖는 물리량의 분포에 대한  수학적 의미를 좀 더 조사해 보자.  

      프랙탈 분포를 하고 있는 기본구성요소의 위치 
[image: image54.wmf]r

근처의 밀도를 
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로 정의한다. 이 함수는 주어진 프랙탈 분포의 임의의 한 점에서 거리 
[image: image59.wmf]r

인 곳에서 발견될 수 있는 기본구성요소의 상관 관계를 나타내는 함수이다. 물론 정형적 프랙탈인 경우는 
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에 최초자와 같은 기본 구조가 있으면 1 이고 없으면 0을 의미한다. 또 통계적 프랙탈의 경우는 여러 개의 프랙탈 분포를 고려하여, 개개의 분포에 대하여 
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를 먼저 계산한 다음, 고려한 분포들에 대해서 평균하여 
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을 구해야 할 것이다. 따라서 
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이 (1.1)식과 같은 멱법칙을 성립하려면
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이 성립하여야 한다. 그러므로 상관함수 
[image: image66.wmf])
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이 성립해야 한다. 물론 
[image: image68.wmf]d

는 프랙탈이 놓여있는 공간의 위상 차원을 의미한다. 

       자기상사성 때문에 
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에 주어지는 수학적인 제한에 관해서 고려해 보자. 자기상사성은 길이의 단위를 확대(dilation) 또는 수축(contraction)하였을 때 계의 물리적 성질이 변하지 않는 것을 의미한다. 이것은 축척변환 
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에 대해서 
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의  함수 형이 불변한다는 것을 의미한다. 따라서
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이 성립해야 하는 데, 이 때 
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에만 의존하고 
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에는 무관한 상수 항이어야 한다. 따라서 이러한 상사성이 임의의 
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에 대해서도 성립하려면 
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의 멱함수가 되면, 즉
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이 성립하면 가능하다. 물론 
[image: image82.wmf]f
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 값에는 어떤 제한도 없어서 복소수 영역의 어떠한 값이 되어도 무방하다.

      그러나 장기판 프랙탈과 같은 정형적 프랙탈은 
[image: image83.wmf]b

가 임의의 값에 대해서 자기 상사성을 갖는다고는 할 수 없고 특정한 값에 대해서만 자기 상사성을 갖는다고 할 수 있다. 예를 들면 장기판 프랙탈의 경우 길이를 3의 급수 배로 축척하여만, 즉 
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으로 정의되는 불연속적(discrete)인 축척변환에 대해서만 자기상사성이 있는 프랙탈에 대해서는 (1.12) 식과 같은 불연속적인 축척변수에 대해서만
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가 성립한다. 따라서 (1.11)식을 만족하는 함수 
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와 같은 형태일 것이라 가정하면  
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이 되어야 하고 따라서 
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을 만족한다. 지금 
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로 정의되는 새로운 변수 
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를 독립변수로 하는 함수 
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로 된다. 함수 
[image: image100.wmf])
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를 주기로 하는 주기함수(periodic function)가 되어야 한다. 즉 불연속적인 축척 인자들로 축척했을 때 자기상사성을 갖는 프랙탈 분포는 일반적으로 멱함수가 주기가 있는 
[image: image102.wmf]R

ln

의 함수로 변조될(modulated) 수 있다는 것을 의미한다. 이러한 멱법칙에 대한 주기적 변조는 프랙탈 차원이 허수 성분(imaginary component)을  갖는 것처럼 보여 프랙탈 차원을 물리적으로 복소수까지 확장할 수 있게 해 준다. 불연속적 상사성을 갖는 프랙탈은 이미 설명한 
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 함수의 주기성을 이용하면 
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와 같이 쓸 수 있다. (1.19) 식에서 
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를 복소 프랙탈 차원(복소 쪽거리 차원:complex fractal dimension)[WEF93, YKP93, PIE87]이라 부른다. 이 때 위상 인자 
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는 가장 작은 축척 인자가 
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가 된다. 그러나 (1.18) 식은 위에서 설명한 주기적 변조를 만족하는 유일한 함수는 아니다. 따라서 불연속적인 자기상사성을 만족하는 경우에 주기가 
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임을 고려하면 
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의 가장 일반적인 형태는
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이 될 것이다. 물론 연속적인 축척에 대해서는 (1.21) 식을 참조해 보면 
[image: image113.wmf]¥
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일 때 실수의 프랙탈 차원만 의미가 있게 되는 것을 알 수 있다. 

      지금 까지는 자기상사성이 어떻게 멱법칙을 내포하고 있는 가를 살펴보았다. 그렇다면 반대로 멱법칙이 과연 자기상사성을 내포하고 있는 가의 질문을 할 수 있을 것이다. 결론적으로 말하자면 멱법칙만 가지고는 자기상사성이 있다고 할 수가 없다. 이 결론을 간단한 예를 들어 설명해 보자. 지금 3 차원에서 기본 구성 요소의 분포 
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을 만족한다고 생각해 보자. 그러면 원점(
[image: image116.wmf]0
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)과 원점에서 거리가 
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인 공간 사이에 존재하는 기본구성요소의 양 
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이 되어, 
[image: image120.wmf]2
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라고 할 수 있다. 그러나 이 결론은 매우 성급한 것이다.  왜냐하면  (1.23) 식은 순전히 원점(
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)을 중심으로 한 부분 공간에서만 내린 결론이기 때문이다. 프랙탈 분포가 자기상사성이 있기 위해서는 프랙탈 분포내의 어떤 점을 중심으로 하여 프랙탈을 관찰할 때에도 같은 멱법칙을 만족하여야 하기 때문이다. 가령 임의의 점 
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인데 
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이 된다. 따라서 원점을 중심으로 하지 않는 경우에는 (1.22) 식과 같은 분포는 그 분포가 놓여 있는 공간과 같은 차원을 가지는 균일한(homogeneous) 분포라 할 수 있다. 이러한 경우에는 이 분포를 프랙탈 분포라 보기에는 무리가 있다.

     일반적으로 어떤 기하학적인 형태나 주어진 물리량의 분포가 그 것들이 놓여있는 공간의 유크리드 차원(Euclidean dimension)과 같은 균일한 분포를 이루고 있을 때에도 물론 멱법칙과 자기상사성을 만족한다. 또 이와 같은 분포는 이동대칭성도 만족하고 있어서 이러한 것들은 프랙탈 분포라 보기에는 무리가 있다. 즉 프랙탈 분포는 자기상사성과 멱법칙 그리고 그 분포가 미분이 불가능한 비해석성을 가지고 있어야만 프랙탈이라고 할 수 있을 것이다.    
      1.4 프랙탈 차원을 정하는 수학적 방법
      어떤 기하학적 형태(pattern)가 있을 때 그 형태의 프랙탈 차원을 수학적으로 엄밀하게 정하는 방법은 앞 절들에서 설명한 멱법칙을 단순히 적용하는 방법과는 차이가 있다. 이 절에서는 엄밀한 수학적 방법에 의해 프랙탈 차원을 정하는 방법, 즉 Hausdorff-Besicovitch 차원(Hausdorff-Besicovitch dimension)을 정하는 방법을 설명해 보자.

      길이가 1인 균일한 직선을 생각해 보면 누가 보아도 이 직선의 차원은 1 차원이라고 할 것이다. 이 사실을 수학적으로 보이는 한 방법을 고찰해 보자. 한 변의 길이가 
[image: image128.wmf] 
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인 정사각형으로 길이가 1인 직선을 빈틈없이 덮기 위해 필요한 정사각형의 수의 최소값 
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개일 것이다. 지금 Hausdorff 측도 함수(Hausdorff measure function) 
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와 같이 정의해 보면 
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가 되는 것을 알 수 있다. 따라서 직선의 차원은 
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으로 되는 극한에서 
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를 변화 시킬 때 
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의 극한값이 0에서 무한대로 바뀌는 
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의 경계 값을 의미한다고 할 수 있다. 
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 차원의 유크리드 공간에 놓여 있는 임의의 기하학적인 형태에 대해서도 그 것을 대표하는 차원을 나타내는 한 방법으로 측도 함수 
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를 이용할 수 있다. 즉 한변의 길이가 
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이고 부피가 
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인 초입방체(hypercube) 또는 반지름 l인 초구(hyper sphere)로 기하학적인 형태를 빈틈 없이 덮을 때 필요한 초입방체(초구)의 수의 최소값을 
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이라 하면 (1.26) 식의 측도 함수가 초입방체의 모서리의 길이 
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이 0으로 가는 극한에서 무한대에서 0으로 바뀌는 경계값의 
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를 바로 그 기하학적인 형태의 차원이라고 할 수 있다. 이러한 차원을 바로 Hausdorff-Besicovitch 차원이라 부른다. 예를 들어 3차원에서 모서리가 
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인 입방체를 생각해 보자. 이 입방체를 모서리가 
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인 입방체로 겹침 없이 덮을 수 있는 입방체의 수의 최소값 
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일 것이다. 따라서 이 것에 대한 측도 함수가 0이 아닌 유한한 값이 되려면  
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이 되어야 한다. 일반적으로 기하학적인 형태를 모서리가 
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인 초입방체로 겹침 없이 덮었을 때 필요한 초입방체의 수를 
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가 되는 것을 알면 측도함수의 정의로부터 
[image: image156.wmf]f
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가 Hausdorff-Besicovitch 차원이 되는 것을 알 수 있다. 이러한 방법을 이용해 기하학적 형태의 차원을 정하는 방법을 상자 수 차원(box-counting dimension) 혹은 상자 차원(box dimension)이라 부른다. 

      그림 1.4의 장기판 프랙탈을 생각해 보자. 
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-세대에서의 원시 프랙탈의 전부를 포함할 수 있는 최소 크기의 정사각형의 한 변을 
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이라 하면, 장기판 프랙탈을 구성하는 제일 작은 정사각형의 한 변의 길이는
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이 된다. 그런데 이러한 제일 작은 정사각형으로 이 원시 프랙탈을 덮을 수 있는 최소한의 정사각형의 수는 
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이 된다. 따라서 장기판 프랙탈의 상자 차원은 바로 
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가 된다. 

      이러한 방법을 통계적 프랙탈에도 적용할 수 있다. 예를 들어 우리나라 남해안의 해변의 모양을 프랙탈이라고 보면 여러 축척을 가진 남해안의 지도를 이용해서 남해안을 따라가면서 남해안을 겹침 없이 덮을 수 있는 정사각형의 수의 최소값 
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의 함수로 측정하였을 때  
[image: image166.wmf]f

- d

ℓ

N

µ

)

 

(

ℓ

와 같은 멱함수로 나오면 남해안을 일종의 프랙탈이라고 볼 수 있고 그 프랙탈의 상자 차원은 
[image: image167.wmf]f

d

인 것을 알 수 있다. 실제로 이러한 작업을 해 본 결과[KSJ92] 
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인 것을 알 수 있었다. 

      1.5 유한 크기 효과와 클러스터 차원(질량 차원)
      전자계산기(computer)로 정형적 프랙탈을 반복기법(iterative method)으로 형성시키거나 실험이나 전산 시늉(computer simulation)을 통해서 비정혁적 프랙탈을 만들어 갈 때에 그 크기가 무한히 큰 것은 만들 수 없다. 따라서 흔히 연구의 대상이 되는 프랙탈들에는 반드시 유한크기 효과(finite size effect)가 있다. 정형적인 프랙탈의 경우 최초자와 발생자를 이용해 
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-세대 원시 프랙탈을 만들었다면 이 원시 프랙탈의 중심점에서 프랙탈에 속하는 기본 구성요소 중 가장 먼 점 까지의 거리를 
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이 될 것이다. 
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가 되는 극한에서는 (1.6) 식으로 정의되는 상관 함수나 그 적분 값 
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은 모든 점을 중심으로 하여 평균했을 때 정확히 (1.8) 식이나 (1.7) 식을 만족할 것이다. 그러나 
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이 유한할 경우 (1.6) 식의 
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가 원시 프랙탈의 가장자리에 가까운 점이면  (1.8) 식과 같은 멱법칙이 성립한다는 것은 원시 프랙탈의 크기의 유한성 때문에 불가능하리라고 쉽게 상상할 수 있다. 따라서 이러한 때에는 무한크기의 프랙탈이 1.3 절에서 설명한 자기상사성과 멱법칙을 만족한다는 특성을 이용하여 프랙탈의 상관함수를 임의의 점을 중심으로 하여 설명할 것이 아니라 원시프랙탈의 중심점 
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을 원점으로 하여 설명하는 것이 현명한 방법이다. 즉 
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또는 원점에서 반경 
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인 구 내부에 있는 프랙탈 분포의 총량 (또는 질량)                     
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로 설명하는 방법을 택하는 것이 좋다. 이 때 (1.29) 식과 (1.30) 식에 의해 정해진 프랙탈 차원 
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를 흔히 클러스터 차원(cluster dimension)이라 부른다.  특히 비정형적 프랙탈 분포의 프랙탈 차원을 정하는 방법 중 가장 엉성한 방법이지만 가장 쉽게 결정하는 방법은 프랙탈 분포의 중심을 원점으로 본 상관함수와 질량분포를 여러 분포에 대하여 평균해서 얻은 다음 (1.29) 식과  (1.30) 식을 이용해 결정하는 방법이다. 그러나 물리적 실험을 통하여 얻은 프랙탈이나 전산기의 흉내내기에 의해서 얻은 프랙탈과 유한세대의 정형적 프랙탈들은 모두 유한 효과(finite size effect)가 있어서 (1.29) 식과 (1.30) 식이 모든 범위의 
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이나 
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에 대해서 성립한다고 보기 힘들다. 즉 이러한 멱법칙은 주어진 프랙탈들을 무한히 크게 만들 수 없기 때문에 나타나는 효과를 고려하여야 한다는 것이다.  주어진 프랙탈의 표준적 크기를 
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이라 하면 
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 에 대해서는 (1.29) 식과 (1.30) 식과 같은 멱법칙은 성립하겠지만 
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 이 되는 영역에서는 유한효과가 나타나기 시작할 것이다.  이러한 사실을 log-log 종이에 개략적으로 표시하면 그림 1.9과 같다. 즉 멱법칙을 log-log 종이에 나타내면 직선으로 나타날 것이 예상되므

[image: image245.png]



로 유한효과가 나타나는 영역에서는 이러한 직선적인 관계가 없어진다는 효과를 고려하면 그림 1.9를 이해할 수 있을 것이다. 흔히  (1.30) 식을 질량-반경 관계식(mass-radius relation), (1.29) 식을 밀도-반경 관계식(density-radius relation)이라 부른다. 

      물리학에 있어서 프랙탈 분포를 염두에 두고 물리량의 분포를 분석할 때 특히 주의하여야 할 점은 다음과 같다. 첫번째는 자기상사성의 확인 없이 어떤 특정한 점을 중심으로 한 물리량의 분포가 멱법칙을 만족하여 (1.30) 식의 
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과 같은 분포를 이룬다고 해도 프랙탈이라고는 말할 수 없다는 점이다. 이것은 이미 1.3 절에서 Coulomb 상호작용과 비슷한 질량분포를 예를 들어 설명한 경우를 상기해보면 알 수 있을 것이다. 또 하나는 무한히 큰 물리량의 분포는 프랙탈을 이룬다고 하더라도 우리가 실제로 실험이나 전산 시늉으로 준비할 수 있는 분포가 대부분이 유한하기 때문에 유한 효과가 반드시 나타나게 된다. 이때 이 유한 효과를 여하이 고려하여 프랙탈 차원을 정하느냐 하는 문제가 나타나는데, 이 문제는 유한 크기 축척(finite size scaling)이라는 개념을 통해 어느 정도 제거할 수 있다고 알려져 있다. 유한 크기 축척은 고려하는 물리량의 특성과 관계가 있으므로 이 문제는 특정한 프랙탈들을 논의할 때 각각 설명하기로 하고 이 절에서는 생략하기로 한다.  

      1.6 프랙탈의 기하학적 특성
      여기 까지는 프랙탈 분포의 특성을 자기상사성과 프랙탈 차원으로 분석하였기 때문에 당연히 나타날 수 있는 의문이 "프랙탈 차원이 같은 여러 개의 프랙탈 분포는 그 물리적 특성이 동일한가?"일 것이다. 바꾸어 말하면 프랙탈의 성질을 분류하는데 필요한 물리량은 프랙탈 차원만 존재하는가 하는 문제이다. 이 질문에 대한 대답은 그렇지 않다는 것이다. 이 논저의 여러 군데에서 프랙탈 차원외에 특정한 프랙탈들이 갖는 다양한 특성들을 보게 되겠지만 대표적인 것을 하나만 소개하자면 3차원에서의 통계적 프랙탈인 스미기 클러스터(critical percolation cluster:제 4 장 참조)와 확산 제한 응집체(diffusion-limited aggregates:제 6 장 참조)는 둘 다 프랙탈 차원이 2.5에 가깝지만 두 프랙탈의 물리적인 성질은 전혀 다르다는 것을 알 수 있을 것이다.

      주어진 프랙탈의 특성은 프랙탈 차원만 아니라 여러 가지 다른 물리량으로 설명할 수 있다. 그러한 물리량은 크게 두 가지 종류로 분류된다. 첫번째 종류는 프랙탈 그 자체의 성질을 나타내는 양들로 기하학적 특성 또는 정적 특성으로 부를 수 있는 물리량들이다. 두 번째 종류는 그 프랙탈 위에서 일어나는 전형적인 물리 현상들을 규명하여 그 프랙탈의 특성을 설명하는 것인데, 이러한 특성을 프랙탈의 동역학적 특성이라 부른다. 여기서는 주로 기하학적인 특성을 표시할 수 있는 물리량들만을 살펴보고 동역학적 특성들에 대해서는 프랙탈 위에서 나타나는 물리현상을 논의할 때(제 5 장 참조) 취급하기로 하자.

      프랙탈들의 기하학적인 구조를 나타내는 그 첫번째 성질은 바로 가지치기(ramification)의 문제이다. 가지치기 차수 (order of ramification) 
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은 프랙탈 분포에서 임의의 크기의 부분 집합을 분리하기 위하여 끊어야 할 연결선(bond)의 수 중 최대값을 의미한다. 프랙탈 중 
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인 것은 무한 가지치기 프랙탈(infinitely ramified fractal)이라 부르고 
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이 유한한 것을 유한 가지치기 프랙탈(finitely ramified fractal)이라 부른다. 일반적으로 프랙탈이 유한 가지치기인지 아닌지에 따라서 프랙탈 위에서 일어나는 물리학은 전혀 다를 수 있다. 예를 들어 Ising 스핀들이 프랙탈 분포를 가질 때의 Ising 모형의 상전이 문제를 생각해 보자. 무한 가지치기 프랙탈 위에서는 자기 상전이가 유한한 온도에서 가능하지만[GEM83a, GEM83b, GEM84a, GEM84b] 유한 가지치기 프랙탈위에서는 상전이가 0
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에서만 가능하다는 사실이다. 무한 가지치기 프랙탈의 대표적인 예는 그림 1.7의 Sierpinski Carpet이고, 유한 가지치기 프랙탈은 그림 1.4, 1.5, 1.6의 장기판 프랙탈, Sierpinski Gasket, Koch 곡선 등이라 할 수  있다. 
      프랙탈의 특성을 결정하는 또 하나의 기하학적 특성은 프랙탈 위의 두 점을 연결하는 선의 위상학적 성질로부터 결정할 수 있다. 프랙탈의 구조를 보면 이동대칭성이 있는 격자 구조와는 전혀 틀려서 병목(bottle neck)과 다양한 크기의 구멍(hole), 막다른 길(dead end) 등이 있어서 프랙탈 위의 두 점의 연결성(connectivity)은 매우 특이한 성질을 가지고 있다. 예를 들자면 큰 호수를 사이에 두고 있는 두 사람이 만나기 위해서는 배가 없는 한 호수 주위를 돌아서 가야만 하기 때문에 두 사람을 연결하는 최단거리는 직선이 아니라는 이치와 비슷한 현상이다. 이러한 프랙탈 위의 두 점의 연결성에 대한 이해는 프랙탈 구조 위에서 나타나는 물리적 현상을 설명하는 데 매우 중요한 역할을 하게 된다. 이러한 연결성을 나타내는 성질을 정량화 하기 위해서는 몇 가지 새로운 물리적인 개념이 필요하다. 그러한 것 중 첫번째 개념이 화학거리(chemical distance)이다. 격자 위에서 두 점 사이의 화학 거리란 격자 구조 위에서 결합선(bond) 만을 통해서 두 점을 이을 때 생기는 결합선의 수 중 최소인 
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을 의미한다. 그림 1.10a) 에서 보듯이 무질서, 즉 구멍이나 막다른 길 등이 없는 격자 위에서는 두 점 사이의 실질 거리(real distance), 즉 유크리드 거리(Euclidean distance)는 화학거리에 비례하지만 그림1.10b)와 같이 격자 구조에 무질서가 존재하는 경우에는  실제 길이와 화학거리와의 관계는 복잡한 양상을 띠게 된다. 따라서 그림 1.10b)의 경우와 같은 무질서가 있는 매질에서의 두 점의 연결성을 따질 때는 화학 거리란 개념이 물리적으로 매우 중요하게 된다. 프랙탈도 그 근본적인 성질 때문에 다양한 크기의 구멍과 같은 무질서가 존재하기 마련이고 그러한 경우에도 화학거리가 매우 중요하게 된다. 이러한 화학거리를 기본으로 하여 프랙탈의 기하학적 성질을 분류해 낼 수 있다. 프랙탈 위의 한 점에서 화학거리가 
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보다 작은 내부에 있는 클러스터의 질량을 
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을 만족한다. 이 때 
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를 그림 차원(graph dimension) 또는 화학 차원(chemical dimension)이라 부른다. 따라서 화학 차원 
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를 구하려면 (1.30) 식의 
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을 결정할 때와 마찬가지로 
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을 프랙탈의 중심에서 화학거리가 
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 보다 작은 거리에 존재하는 기본 구성 요소의 수를 구하여 그림 1.9b)와 비슷한 그림을 그려 구할 수 있다. 이 때에도 유한 크기 효과를 적절히 고려할 필요가 있고, 통계적 프랙탈의 경우는 결과를 여러개의 프랙탈 분포를 만들어서 평균하여 결정하여야 할 것이다. (1.30) 식과 (1.31) 식을 이용하면 
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또는 
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라 쓸 수 있다. 이 때 
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은 프랙탈 위에서 두 점을 연결하는 길이가 최소인 화학 경로(chemical path)의 프랙탈 차원이 된다. 따라서 
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이 작으면 작을수록 프랙탈 위에서 연결성이 좋아진다고 할 수 있다. 다시 말하자면 
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도 프랙탈의 기하학적, 물리학적인 성질을 분류하는 데 중요한 양이 된다는 말이다. 
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 및 
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등에 연관된 문제는 앞으로 스미기(percolation)에 관한 문제(제 4장 참조)를 다룰 때 다시 한 번 보게될 것이다. 

      프랙탈의 기하학적인 성질을 규명하는 또 하나의 성질은 Lacunarity(空白性)라는 성질이다. Lacunarity란 프랙탈 구조에 비어 있는 공간이 얼마나 많으냐를 나타내는 특성이라 볼 수 있다. 프랙탈 내부에 비어 있는 공간 즉 구멍이 있으면 그림 1.5의 Sierpinski Gasket과 같은 예에서도 볼 수 있듯이 크기가 다른 다양한 종류의 구멍이 존재하여만 프랙탈이 자기 상사성을 갖게 된다. 따라서 프랙탈에 구멍이 있으면, 프랙탈의 이동 대칭성이 없어지고 따라서 Lacunarity가 심하면 심할 수록 이동 대칭성에서 멀어진다고 할 수 있다. 이러한 Lacunarity를 정량적으로 분석하기 위해서는 Lacunarity에 대한 수학적 정의가 필요하다. 그런데  이 Lacunarity에 대한 수학적 정의에 대한 물리학자들 사이에 견해가 정확히 일치하고 있지는 않으나[GEM83c, GEM84, GAR86], 이러한 정의들의 공통적인 뜻을 설명해 보면  다음과 같다. 모서리의 길이가 
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인 초 입방체 상자 안에 있는 기본 구성 요소의 총량(질량) 
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을 여러 개의 프랙탈 분포에 대해 측정하거나, 또 같은 프랙탈 분포라도 여러 곳을 중심으로 측정하였을 때, Lacunarity 
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에 비례한다고 생각된다. 만약 프랙탈 내부에 구멍이 없으면 당연히 이동 대칭성이 있기 쉬울 것이고 그럴 경우 (1.34) 식에서 
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이 성립할 것이다. Lacunarity에 대한 정량적인 이해를 위하여 같은 프랙탈 차원을 갖는 여러 개 의 다른 종류의 Sierpinski Carpet을 만들어서 각각의 Carpet의 Lacunarity 
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에 관해 생각해 보자. 그림 1.11의 a), b), c), d)를 발생자로 갖는 Carpet의

[image: image247.wmf]3

ln

/

4

ln

,

4

,

3

=

=

=

f

o

d

n

b


프랙탈 차원은 
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이므로 (1.4) 식으로 부터 
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로 동일하다. 그러나 발생자의 형태가 너무 상이하여 동일한 물리적인 성질을 갖는 다고 말하는 것은 의미가 없다. 이런 의미에서 (1.34) 식을 이용하여 
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를 계산해 보자. 그림 1.10의 a), b), c), d)의 Carpet 중 가장 큰 구멍이 
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이므로 
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인 정사각형을 기본으로 (1.34) 식의 
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을 생각해 보자. Carpet의 발생자에 포함될 수 있는 
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인 정사각형의 수는 49 개인데, a) Carpet에서의 이 들 정사각형의 질량 
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을 생각해 보자. 
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인 것이 4 개, 
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인 것이 4 개 등등으로, 질량의 평균은 [MHK92]
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이 되고 이 질량 분포의 분산, 즉 (1.34) 식의 결과는 
[image: image231.wmf]L

~

=24.031이 됨을 알 수 있다.  이러한 방법으로 Carpet b), c), d)의 
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를 계산하면 각각 3.538, 5.633, 3.128이 된다.  이 결과를 보면 프랙탈의 외관상 구멍의 크기와 (1.34) 식에서 정의된 
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의 크기와 관계는 정성적으로는 일치하는 것 같지만 정량적으로는 정확히 일치한다고 할 수는 없다. 또 
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이 크면 클수록 질량-반경 관계식 (1.30)이 성립하는 
[image: image235.wmf]R

의 하한 값이 커질 수 밖에 없다.  즉 (1.30) 식이
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으로 바꾸어야 할 것이다. 물론 
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의 단순 증가함수가 되어야 할 것이다. 즉 질량 반경 관계식이 프랙탈 분포의 구멍이 크면 클수록, (1.30) 식과 같이 되기 위해서는 보다 넓은 영역에서 질량을 계산하여야 한다는 뜻이다. 이러한 뜻을 가진 
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에 대한 물리적인 응용은 몇몇 논문에 국한되어 있고, 정확한 정량적인 정의도 없으므로 이 논저에서는 
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에 대한 논의는 이정도로 마칠까 한다. 
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 그림 1.1: 전기도금으로 성장시킨 아연박 [MAT 84]





그림 1.2: Perrin에 의해 실험적으로 발견된 Brown운동의 궤적 (현미경 속에서 관찰된 것을 Perrin이 스케치한 것임)
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   그림 1.3: 정사각형의 자기 상사성
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 그림 1.11: 동일한 프랙탈 차원 � EMBED Equation.3  ���을 갖는 4 개의 Siepinski Carpet의 발생자
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그림 1.4: 장기판 프랙탈의 구성 a)최초자 b) 발생자 c) 원시 프랙탈(4 세대) d) 자기 상사성 e) 장기판 프랙탈의 축소형 구성 
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그림 1.5: Sierpinski Gasket. (� EMBED Equation.3  ���)





 그림 1.6: Koch Curve. (� EMBED Equation.3  ���)





그림 1.7: Sierpinski Carpet (� EMBED Equation.3  ���)
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실제거리





화학거리





그림 1.10: a) 무질서가 없는 격자 위의 두 점 사이의 화학거리와 실제거리와 b) 무질서가 있는 격자 위의 두 점 사이의 화학거리와 실제거리.
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그림 1.8: 이중 나무(binary tree) 프랙탈의 구조
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그림 1.9 : 유한 효과를 고려한 프랙탈의 밀도-반경 관계 a) 및 


         질량-반경 관계 b)
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