 제 0 장

프랙탈과 임계현상
(Fractal and Critical Phenomena)

      이 장에서는 프랙탈(쪽거리) 개념과 밀접한 관계가 있는 임계현상의 축척(눈금잡기) 이론(Scaling Theory) 및 임계현상에서 나타나는 프랙탈 구조 등을 소개하기로 하자. 이 장에서는 프랙탈 개념을 설명하는데 필요한 임계 현상의 기본 이론에 관한 간단한 설명 및 용어 정리를 그 목적으로 하고 있다. 임계현상의 일반론을 공부한 사람은 이 장을 읽지 않아도 제 1 장 이후의 본론을 이해하는데 아무 문제가 없을 것이다. 임계현상의 일반론에 관해 심도 있는 공부를 원하는 독자는 이 장의 참고 문헌들을 참조해 주기 바란다.

      0.1 相轉移와 臨界現象
      일상에서 흔히 보이는 물질(Matter)을 구성하는 기본 입자의 수는 대개 아보가드로 수(Avogadro number) 정도이므로 물질을 구성하는 입자의 수는 무한히 많다고 생각해도 무방하다. 이러한 물질에서 흔히 정의되는 개념으로 물질의 상(相:phase)이라는 것이 있다. 물(

)은 기체, 액체, 고체의 세 가지 상을 갖는다는 사실을 상기하면 상의 개념을 파악할 수 있을 것이다. 이와 같은 친숙한 상 외에도 물질은 많은 종류의 상들을 가지고 있다. 철(Fe)과 같은 물질에서는 퀴리온도(Curie Temperature)라 불리는 온도 이하에서는 자발적으로 자기화(spontaneous magnetization)되는데 이 자화된 상을 우리는 강자성 상(Ferromagnetic Phase)이라 하고 자기를 띠지 못하는 고온에서의 상을 상자성 상(Paramagnetic Phase)이라 부른다. 또 수은과 같은 금속에서는 어떤 온도 이하에서 전기전도의 비저항(resitivity)이 零으로 되는 초전도 상(Superconducting Phase)이 존재하고, 높은 온도에서는 비저항이 영이 아닌 정상 금속의 상(Normal-Metal Phase)이 존재한다.

      이러한 물질의 상은 온도 등이 변하면 상이 자발적으로 변하는데 이러한 현상을 상전이(相轉移: phase transition) 또는 상변화(相變化)라 부른다. 물과 같은 물질에서는 온도가 내려가면 기체가 액체로, 액체가 고체로 변해가는 현상을 볼 수 있는 데 이 변화가  상전이의 한 예라고 할 수 있다. 철과 같은 자기를 띤 물체에서는 온도가 변함에 따라 상자성이 강자성으로 변한다든지 수은과 같은 금속에서는 정상 금속이 초전도체로 변한다든지 하는 것도 상전이의 예라고 할 수 있다. 이러한 상전이를 설명하기 위하여  질서맺음 변수(order parameter)라는 물리량을 흔히 도입한다. 이러한 질서 맺음 변수가 상전이를 매개하는 열역학적 변수가 변함에 따라 상전이 점(phase transition point) 근처에서 불연속적으로 변하느냐 연속적으로 변하느냐에 따라 1 차 상전이(first order phase transition)와 2 차 상전이(2nd order transition)로 구분된다. 물이 액체에서 고체로 변하는 상전이에서의 질서맺음 변수는 밀도인데 밀도는 대기압 하의 빙점에서 불연속적으로 변하므로 1 차 상전이에 해당한다.  철이 외부자기장이 없는 상태에서 상자성에서 강자성으로 변하는 상전이의 질서맺음 변수는 단위 체적 당 자기 쌍극자(dipole moment)의 수 즉 자기화(magnetization)로 볼 수 있다. 이 자화세기는 상자성에서는 零으로 있다가 온도가 퀴리 온도에서 점차 하강하면 연속적으로 증가함으로 상자성 강자성 상전이는 2 차 상전이에 해당한다. 이론적으로 볼 때 1 차 상전이는 열역학 변수가 변함에 따라 주어진 상의 열역학적 안정성이 파괴됨으로써 일어나는 상전이라 할 수 있다. 이에 비해 2 차 상전이는 열역학적 평형상태에 존재하는 요동(fluctuation)이 전이 온도(phase transition temperature) 

에 가까워 지면서 장거리 상관화(long-range correlation)되어 상이 변화되는 것으로 이 상전이와 연관되어 나타나는 현상을 임계현상(臨界現象:critical phenomena)이라 부른다. 물리학적인 측면에서 생각해 볼 때 프랙탈(쪽거리)이라는 개념은 임계현상과 밀접한 관계가 있으므로 다음 절에서 이 임계현상에 관한 기본적인 개념들을 소개하기로 하자.        

      0.2 臨界現象의 모형계

      임계현상을 설명하는데 흔히 사용하는 개념 및 용어들은 강자성-상자성 상전이가 2 차 상전이이므로 이 상전이에서 나타나는 현상들을 표준화 한 것이라고 말할 수 있다.
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차원의 초입방격자(초입방살창:hyper-cubic lattice)의 격자점(살창점:lattice point) {
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가 하나씩 대응할 때 이 계의 하밀토니언(Hamiltonian) 
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로 가정한 모형을 강자성 
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-벡터 모형(ferromagnetic n-vector model)이라 부른다. 물론 
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개의 성분을 갖는 벡터로
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로 표시되고     
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을 만족한다. 또 (0.1) 식에서 
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는 격자점에서 최근접 이웃격자점(nearest neighbors)을 의미한다. 즉 이 모형은 각 격자점에 자기스핀(magnetic spin)들이 존재하여 이것들이 이웃들과 양자역학적 교환상호작용(exchange interaction)을 하는 경우를 고전물리학(classical physics)화한 것이다. 이 때 
[image: image13.wmf]B

는 외부에서 이 자기 스핀계에 걸어준 자기장에 해당할 것이다. 흔히 
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-벡터 모형 중  
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일 때를 Ising 모형(Ising model), n = 2일 때를 XY 모형(XY model), n = 3일 때를 고전 Heisenberg 모형(classical Heisenberg model)이라 부른다. 특히 Ising 모형에서는 
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가 스칼라가 되어, 1 또는 –1 값만 가질 수 있어, n-벡터 모형 중 가장 간단한 모형으로 물리적 성질이 가장 잘 알려져 있다.  이러한 n-벡터 모형의 열역학적 성질은 이 모형의 분배함수(partition function)
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을 계산하면 알 수 있다.  그러나 분배함수를 정확히 계산해 낸다는 것은  매우 어려워서, 정확한 결과는 몇몇 국한된 모형에 대해서만 알려져 있다. 

      n-벡터 모형은 온도가 변함에 따라 2 차 상전이를 하는 모형으로 임계점(critical point), 즉 
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에서 2 차 상전이를 보이고 이 점 근처에서 이 모형은 임계현상을 보인다. 이 상전이의 질서맺음 변수는 자기화 세기 

으로 통계역학적으로는 
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을 의미한다. 질서맺음 변수 
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의 크기 

은 임계점 근처에서 즉 
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를 만족한다는 사실이 알려져 있다. 즉 질서맺음 변수는 임계온도 이상에서는 0이고 임계온도 이하에서는 온도가 내려감에 따라 0에서 급격히 증가하는 것이 임계현상의 특징 중의 하나이다. 임계점 근처에서 이러한 특이성(singular behavior)을 기술하는 데 중요한 물리량들로 임계지수(critical exponent)라는 양을 정의한다.  (0.6) 식의 β도 임계지수 중 하나로 질서 맺음 변수 지수(order parameter exponent)로 불리기도 한다. 앞에서도 언급했듯이 임계현상의 원인은 요동의 장거리 상관화하는데 있다. 이러한 요동의 상관을 나타내는데 중요한 함수가 바로 상관함수(correlation function) 
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로 정의된다. 이 상관함수의 임계점 근처에서의 특이성은
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로 나타나는 것으로 알려져 있다. 여기서 η도 하나의 임계지수로 임계점에서의 상관함수의 특이성을 나타낸다. (0.8) 식에서 ξ는 상관길이(correlation length)라 불리는 양으로 임계점 근처에서
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와 같은 특이성을 나타낸다. 즉 ν도 임계지수로 상관길이 지수(correlation length exponent)라 불린다. (0.9) 식에서 알 수 있듯이 임계점(
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가 되는 것을 알 수 있는데 이 것이 바로 요동의 장거리 상관화를 의미한다고 할 수 있다. 따라서 임계점의 상관함수는 
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로 되어, 거리의 멱함수로 단순화 되는 멱법칙(power-law)을 만족하는 것을 알 수 있는데 이 점이 (0.3) 절에서 소개할 축척(눈금잡기) 법칙(scaling law)의 근거가 되는 현상이라 할 수 있다. 임계현상을 나타내는 또 하나의 중요한 함수로 자기 감수율(magnetic susceptibility) χ가 있다.  χ는
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로 정의되는 양인데,  Ising 모형의 경우 χ는 (0.1) 식, (0.4) 식 및 (0.5) 식 등으로부터  
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이 성립한다. 따라서 Ising 모형의 경우 χ와 상관함수 
[image: image35.wmf])

(

r

C

사이에는  

                
[image: image36.wmf]ò

å

»

=

r

d

r

C

r

C

T

k

d

r

B

)

(

)

(

c

                          (0.12)

인 관계가 성립함을 알 수 있다. 그런데 (0.12) 식은 Ising 모형에 국한되는 관계식이 아니고 거의 모든 자기 모형(magnetic model)에 대해 성립하는데 이 사실을 요동-흩어지기 정리(fluctuation-dissipation theorem)라 부른다. χ는  임계점 근처에서의 특이성이
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으로 나타나는데 
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도 임계지수 중 하나로 감수율 지수(susceptibility exponent)라 불린다. 임계현상을 규명하는 또 하나의 중요한 양으로 비열(specific heat) 
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도 다른 함수들과 비슷하게 임계점 근처에서 특이성이
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으로 나타나는 데 α도 하나의 임계지수로 비열 지수(specific heat exponent)라 불린다. 임계온도에서 상태방정식(equation of state)은 
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     (0.15)
로 나타나는 데 여기서 δ도 하나의 임계지수이다. 

      (0.1) 식의 하밀토니언은 외부 자기장이 작용하지 않을 때 O(n) 대칭성을 가지고 있는 모형을 대표하고 있다. 이러한 모형이 d 차원 공간에 존재한다고 가정해 보자.  이 모형의 임계현상을 기술하는 임계지수들은 J, B 등의 모형의 구체적인 변수들의 변화에는 무관하고, 오직 모형의 대칭성을 나타내는 n과 모형이 존재하는 공간의 차원 d에만 의존하는 보편성(universality)을  보인다. 가령 n = 1인 Ising 모형이 2 차원 공간(d = 2)에 존재하는 경우를 생각해 보자.  2 차원에서 가능한 격자(살창) 구조로  삼각형 격자(살창)(triangular lattice), 사각형 격자(살창)(square lattice), 육각형 격자(살창)(hexagonal lattice) 등 다양한 격자 구조가 있는데 Ising 모형의 임계지수들은 이 바탕 격자의 구조에 관계 없이 동일하다고 알려져 있다. 또 (0.1) 식에서 J나 B가 변함에 따라 변하는 것은 
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나 (0.6), (0.9), (0.13), (0.14), (0.15) 식들의 계수들인 
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 등이지, 임계지수들은 변하지 않는다. 이러한 이유로 해서 임계현상을 나타내는 모형들을 분류했는데 이를 우리는 보편성 부류(universality class)라 부른다. 즉 보편성 부류는 모형의 대칭성과 모형이 존재하는 공간에만 좌우되는 임계지수로 분류된다고 할 수 있다.  또 임계지수 뿐만 아니라 같은 보편성 부류에 들어가는 다양한 모형들을 조사한 결과 임계온도 이상과 이하에서의 특이성을 나타내는 계수의 비 즉 
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들도 보편성을 가지는 것으로 알려져 있다. 또 외견상  전혀 다른 임계현상들이 동일한 보편성 부류에 속하는 경우도 있다. 가령 
[image: image46.wmf]2
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같은 물질의 기체상과 액체상의 구별이 없어지는 임계점 근처에서의 임계현상을 잘 관찰해 보면 Ising 모형과 같은 보편성 부류에 속하는 것을 알 수 있고,  He의 정상유체-초유체 상변이(
[image: image47.wmf]l

-transition) 점 근처의 임계현상과 정상 금속-초전도체 상변이점 근처의 임계현상은 모두 XY-모형과 같은 보편성 부류에 속하는 것으로 알려져 있다. 

      0.3 縮尺理論과 再規格化 群論
      ’60 년대에 물리학자들 사이에서 모형의 대칭성과 공간성에 의해서만 임계현상의 보편성 부류이 결정되는 이유에 관한 논의가 활발히 진행되어 ’70년도 초에 축척이론(Scaling Theory)을 적극적으로 도입한 Wilson의 재규격화 군론(되틀마춤무리론:renormalization group theory)에 의해 임계현상의 보편성 부류의 결정에 관한 이론적 분석이 시작되어, 임계현상에 관한 일반 이론은 많은 발전을 거듭하였다. 이런 발전에 기초하여 재규격화 군론은 응집물질의 물리적 성질을 규명하는 가장 중요한 기본적 이론들 중 하나가 되었다. 
      이 절에서는 축척이론에 관해 간단히 소개하기로 하자. 축척이론이란 임계현상을 결정하는 유일한 기하학적인 길이 단위가 상관 길이 ξ 뿐이라는 가정에 기초한 이론이라 할 수 있다. 즉 ξ가 유일한 의미 있는 길이(relevant length)라는 이론이다. 일반적으로 열역학 변수(thermodynamic variable)는 두 개의 열역학 변수를 독립변수로 하는 함수 형태를 갖는 것이 보통이다. 예를 들면 자기계의 평형상태의 자기화 
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로 둘 수 있어서 온도와 자기장의 함수라 할 수 있다. 그런데 축척 가설(scaling hypothesis)이란 임계점 근처에서 모든 열역학변수는 두 개의 상호 독립인 열열학 변수들을 적당히 조합한 하나의 유효한 독립 변수의 함수로 볼 수 있다는 것이다. 축척 가설이 임계현상의 설명에 어떻게 적용되는지를 알기 위해서 0.2 절에서 소개한 모형계의 자유에너지(free energy)에 축척가설을 적용해 보자.  축척 이론의 기본적인 방법은 여러 격자점의 
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들을 적당히 조합하여 한 개의 블록스핀(block spin) 
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에 대응시킬 때 자유에너지가 어떻게 변하느냐를 계산하는 것이다. 그림 0.1에서 보는 것과 같이 2 차원 정방형 격자 위에서의 n-벡터 모형을 가상해 보자.  그림 0.1에서는 길이를 1:3으로 축척하여 9 개의 스핀을 한 개의 블록스핀으로 축척하는 경우를 보여 주고 있다. 일반적으로 길이를 
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 배로 축척하는 경우를 생각해 보자.   원래의 격자 위에서의 스핀 당 자유에너지를 
[image: image53.wmf])
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는 임계현상을 좌우하는 특이 부분(singular part) 
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와 임계현상과 관계없는 해석적 부분(analytic part) 
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로 둘 수 있다. 그런데 축척 대칭성이란 축척된 격자 위에서의  블록 스핀 당 자[image: image1.wmf]d

유에너지 중 특이 부분을 
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라 하면 이 두 자유에너지의 특이 부분의 함수 형태가 동일한 것을 의미한다. 여기서 t는 환산온도(reduced temperature)라 불리는 양으로 
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     (0.16)

으로 정의되는 양이다.  d 차원 공간에서 축척된 격자 위에서의 블록 스핀 1개는 
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개의 스핀에 대응하므로 자유에너지의 축척 대칭성이란 열역학 변수 
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를 축척 인자(scaling factor) 
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에 따라 적당히 축척했을 때 
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이 성립한다는 것을 의미한다. 또 축척된 격자 위에서의 상관 길이를 
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라 하면 원래의 격자에서의 상관 길이 
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이 성립한다는 것이 축척 가정이다. 축척 변환에 의해 
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와 같이 변환된다고 가정해 보자. 그러면 (0.17) 식과 (0.18) 식은 각각
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와 같이 될 것이다. 함수의 두 변수를 축척했을 때 (0.20), (0.21) 식과 같은 관계를 만족하는 함수를 일반화된 동차 함수(generalized homogeneous functions)라 부른다. 즉 임계현상에서 축척 대칭성이란 열역학 변수들이 열역학에서 택할 수 있는  두 독립변수 t, B의 일반화된 동차 함수가 된다는 것이다. 특히 임계현상이란 
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에서 일어나는 현상이므로 축척이론은 축척인자가 
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로 쓸 수 있으므로 (0.20) 식으로부터                
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이 성립한다. 따라서 
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와 같이 되는데 
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 이 되고 (0.6) 식과 비교해 볼 때 
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임을 보일 수 있다. 또 (0.23) 식에서 
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이 되어 (0.15) 식을 이용하면
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이 된다.  또 자기 감수율 χ는 자유에너지의 자기장 B에 대한 2 계 미분이므로 
            
[image: image86.wmf])

,

(

)

,

(

2

B

b

t

b

b

B

t

y

x

d

y

c

c

-

=

                               (0.29)

가 된다. 따라서 
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이 되므로 (0.13) 식으로 부터 
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이 성립한다. 이러한 결과에서 알 수 있는 것은, 모든 임계지수를 두 독립변수 t, B의 축척과 관계 있는 2 개의 지수 
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로 나타낼 수 있다는 사실이다. 축척이론은 임계지수 중 2 개만 알 면, 나머지는 모두 이 두 임계지수로 나타낼 수 있다는 사실을 말해 주고 있다. 이러한 임계 지수들 사이의 연관관계를 축척 관계식(scaling relation)이라 부른다. 지금 (0.26), (0.28), (0.31) 식들을 이용하여 각각 
[image: image93.wmf]x

,
[image: image94.wmf]y

를 소거하면 
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을 얻는데 이 것이 우리가 축척 가설을 이용하여 유도할 수 있는 첫번째 축척관계식이다.  또 임계점 근처의 단위 스핀 당 비열 
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라 둘 수 있으므로 (0.20) 식으로 부터 
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을 보일 수 있다. (0.34) 식에 
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이 됨을 보일 수 있다. 따라서 (0.26), (0.28), (0.35) 식들을 이용하면 
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와 같은 축척관계식을 얻을 수 있다. 이러한 축척 이론을 (0.8) 식과 (0.12) 식 등의 상관함수에 적용하면 결과적으로 얻는 축척관계식은 

            γ = ν(2 – η)                                       (0.37)

            α = 2 – νd                                          (0.38)

등이다.  특히 (0.38) 식은  초-축척 관계식(hyper-scaling relation)이라 불리는데 그 것은 관계식에 공간의 차원 d가 들어 있어서 결과적으로 d가 상임계 차원(upper critical dimension) 
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보다는 작고 하임계 차원(lower critical dimension) 
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 보다는 클 때에만 성립하는 것으로 알려져 있다.       

      여기서 멱법칙(power law)과 축척 대칭성의 관계에 관해 간단히 살펴보자. (0.20) 식에서 
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와 같이 쓸 수 있다. 따라서 
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로 되어 온도 t 만의 멱함수로 나타낼 수 있다.  즉 어떤 물리량이 (0.20), (0.21) 식과 같이 일반화된 동차 함수가 된다는 것은 바로 축척 대칭성이 존재한다는 말이고 나아가서는 그 물리량이 중요한 변수에 대해서는 특정한 경우 멱함수로 표시될 수 있다는 것을 의미한다. 또 상관함수 
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을 만족하므로
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가 성립하여 상관함수도 일반화된 동차 함수가 됨을 알 수 있다.  따라서 임계점 
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가 되어 상관함수가 거리의 멱함수로 환원됨을 알 수 있다. 이러한 축척법칙과 임계현상의 관계를 잘 이용하면 각 모형의 임계지수를 구할 수 있고 또, 각 모형의 보편성 부류도 이해할 수 있다. 이러한 응용은 재규격화 군론으로 불리는 이론으로 발전하였다. 특히 축척불변성이 재규격화 군(renormalization group)의 부동점(fixed point) 근처의 수학적 성질로 나타난다고 생각한 것이 K. Wilson의 재규격화 군론(renormaliztion group theory)이다. 이 이론에 관한 논의는 굉장히 방대하여 이 논저에서 다루고자 하는 방향에서 벗어나므로, 이 이론에 관한 논의는 생략하고 이 장의 참고 문헌 등을 통해 공부해 주기 바란다. 다만 이 논저의 부분 부분에서 재규격화 군론을 이용하여 여러 가지 프랙탈의 성질을 규명할 것이므로  그러한 경우에 재규격화 군론이 부분적으로 설명될 것이다.
      0.4 Ising 클러스터
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      이 절에서는 임계현상에서 볼 수 있는 프랙탈(쪽거리)의 한 예를 보기 위하여 Ising 모형의 한 단면을 생각해 보기로 하자.  2 차원의 Ising 모형의 분배함수는 Onsager에 의해 해석적으로 구해져서 그 임계현상에 관한 성질은 정확히 알려져 있다. 2 차원 Ising 모형의 임계온도는 
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를 만족한다.  그림 0.2는 
[image: image116.wmf]200

200

´

 크기의 정방형 격자 위에서 
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일 때 Ising 모형의 평형상태에 가까운 한 스핀 분포를 임계온도보다 약간 낮은 온도에서 전산시늉(computer simulation)으로 구한 것이다. Ising 모형은 각 격자점 
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는 +1 또는 –1 만 될 수 있다. 따라서 그림 0.2와 같은 스핀분포를 가질 때 한 격자점의 스핀과 최소 이웃 점의 스핀들 중 동일한 것이 있으면 연결시키고 연결된 다른 격자점들에서 다시 최소 이웃 점들에 스핀이 동일한 것이 있으면 연결시켜서 나아갈 때 더 이상 나아갈 수 없어서 최소 이웃점들이 모두 다른 종류의 스핀들로 구성되어 있을 때, 동일한 스핀들 끼리 형성된 격자점들의 집합들을 기하학적 Ising 클러스터(Ising cluster)라 부른다. (그림 0.3 참조)  절대온도 0 도에서는 바닥상태에 계가 존재할 것이므로 Ising 하밀토니안(Hamiltonian) (0.1)로 미루어 볼 때 모든 스핀이 +1이나 –1로 통일되어 존재할 것이다. 그러므로 이 때는 클러스터의 수가 1 이고 그 클러스터에 있는 스핀의 수, 즉 클러스터 크기는 스핀계의 총 스핀 수와 같을 것이다. 온도가 임계온도보다 매우 낮을 때에는 절대온도 0 도에서 존재하던 그 클러스터가 계속 존재하기는 하지만 열 요동 때문에 클러스터의 크기는 약간 작아질 것[image: image169.wmf]200
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이고 계 전체로 볼 때 이 클러스터에 속하지 않은 스핀들은 작은 클러스터들을 형성할 것이라고 믿어진다. 즉 온도가 임계온도보다 낮을 때 대부분의 스핀이 속하는 클러스터를 spanning 클러스터라 부른다. 따라서 spanning 클러스터에 속하는 스핀의 수, 즉 spanning 클러스터의 크기를 
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라 하고 계 전체의 스핀의 개수를 N이라 하면 
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일 때 각 스핀 당 자기화 m은 
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을 만족할 것이다. (0.44) 식에서 
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이 하한과 같은 경우는 spanning 클러스터를 제외한 모든 작은 클러스터들의 스핀 종류가 서로 같지만 spanning 클러스터의 스핀 종류와 다른 경우이고, 
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이 상한과 같은 경우는 작은 클러스터들의 스핀 종류가 각 클러스터에 따라 서로 달라 +1일 수도 있고 -1 일 수도 있어서 작은 클러스터들의 
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에 대한 기여가 완전히 상쇄될 경우이다. 따라서 열역학적 극한, 
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가 되어야만 Ising 모형의 질서맺음 변수인 m이 0이 아닌 값을 가지게 되므로 열역학적 극한에서는 spanning 클러스터를 무한 클러스터라 부른다. 
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일 때 거의 대부분의 스핀이 spanning 클러스터에 속하므로 이 클러스터의 성질은 어디나 균일할(homogeneous) 것이다.  d 차원 격자 구조 위에서 균일한 클러스터란 클러스터의 기하학적인 크기를 
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(보통의 경우 이 크기는 고려 대상이 되는 물체(sample)의 크기)라 할때, 모서리가 
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는 격자거리)인 초 입방체로 둘러 싸인 공간 안에 있는 클러스터의 스핀의 수 
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로 되는 클러스터를 의미한다. 즉 이러한 클러스터는 그 기하학적인 구조가 유크리드 공간의 성질과 같다고 할 수 있다. 

      이러한 현상과는 반대로 온도가 임계온도보다 매우 높은 경우를 생각해 보자. 
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)일 때에는 열 요동(thermal fluctuation)이 매우 커서 각 스핀과 이웃하는 스핀들의 물리적인 상관 관계는 거의 없어지므로 상당히 큰 클러스터들이 존재한다고 하더라도 유한 클러스터(finite cluster)들 밖에 없을 것이다. 또 각각의 클러스터의 스핀이 +1 또는 -1을 가질 확률이 동일할 것이므로 
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일 때 Ising 클러스터의 성질을 통계역학적인 추론에 의해 단순히 설명할 수 있는데 비해 임계온도 근처(
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일 때의 경우와 
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일 때의 경우가 교차하므로 클러스터의 성질이 매우 복잡해 질 것이다. 온도가 임계온도보다 약간 높은 곳에서는 spanning 클러스터들은 없겠지만 클러스터들의 크기가 매우 큰 것들이 생길 것이고  임계온도에 접근하면 접근할 수록 클러스터 크기가 최대인 것의 크기가 계의 크기에 접근할 것이 예상된다. 
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인 경우 온도가 임계온도에 매우 가까우면 m은 매우 작지만 
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이므로 spanning 클러스터가 존재할 것이 예상된다. 이러한 예상과 Ising 모형의 임계현상과의 관계를 정확히 설명하기 위하여 노력한 결과, 이웃하는 동일한 스핀끼리 무조건 연결시키는, 또는 연결시킬 확률 
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로 두는 기하학적 클러스터(그림 0.3)로는 임계현상과 일치하는 설명을 하기가 어려운 사실을 발견하였다. 따라서 이웃하는 동일한 스핀을 갖는 격자점 끼리 연결 되어 클러스터를 형성할 확률 
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[image: image171.wmf]와 같이 의존하는 확률을 주어 만든 물리학적 클러스터를 이용하면  Ising모형의 임계현상과 물리적으로 일치하게 됨이 알려져 있다[PIE89].(그림 0.4 참조)  (0.46) 식과 같은 본드 형성 확률의 근거는 제 4 장에서 설명될 것이다.  Ising 스핀계의 임계현상을 결정하는 클러스터는 임계 온도에서 본드 형성 확률이
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일 때 나타나는 물리학적 클러스터 중 가장 큰 클러스터가 spanning 클러스터가 될 것이다. 그림 0.5는 그림 0.2의 스핀 분포의 spanning 클러스터를 나타내고 있다. 임계 온도 근처에서 환산온도가 
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일 때 임의의 스핀이 이러한 spanning 클러스터에 속할 확률을 
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이 될 것이다. 여기서 
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는 spanning 클러스터에 속하는 스핀의 수이고, 
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은 계의 총 스핀 수이다. 그러나 온도가 임계점에 가까워 지면, 즉 
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인 극한에서는 spanning 클러스터의 크기가 작아질 것이다. 또 
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에서는 (0.47) 식을 만족하는 클러스터는 열역학적 극한에서 존재하지 않게 된다. 그런데 임계점 근처에서의 spanning 클러스터는 그림 0.5로부터 예측할 수 있는 바와 같이, 기하학적으로 균일하지 않다. 클러스터 자체가 각 위치마다 그 폭이 다르고, 상당히 구부러져 있으며, 클러스터 내부에도 상당한 종류의 구멍이 존재한다. 이러한 임계점 근처에서의 spanning 클러스터가 갖는 성질을 조사해 보자. 임계점 근처에서 모서리가 
[image: image159.wmf]L

(
[image: image160.wmf]C

L

L

a

<<

<<

)인 초 입방체 내부에 있는 spanning 클러스터의 스핀 수 
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을 만족한다고 알려져 있다. 2차원 Ising 모형의 경우 Onsager의 해에 의하면 임계지수들이 
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를 만족한다[PIE89].  모든 물리량은 그 공간적인 분포가 균일하다면 그 분포는 (0.45) 식과 비슷한 성질을 가지고 그 때 d는 그 분포가 존재하는 공간의 위상학적 차원(topological dimension)과 같아야 할 것이다. 그러나 2 차원 Ising 모형의 임계점 근처에서의 spanning 클러스터의 스핀 분포는  (0.48) 식과 (0.49) 식을 만족하므로 그 때의 차원 
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는 스핀이 존재하는 공간의 위상학적 차원 d 보다 작은 분수 차원(fractal dimension)을 갖게 되는 것을 알 수 있다. 이러한 차원은 B. B. Mandelbrot[MAN77]에 의해 제창된 이래 물리학의 여러 분야에서 발견되었으므로 이러한 차원을 갖는 물리량의 분포를 오늘날 프랙탈(쪽거리:fractal) 분포, 또는 줄여서 프랙탈(쪽거리)이라 부른다. 이러한 프랙탈의 의미는 단지 (0.48) 식과 같이 분수 차원을 갖는 것이라는 데에만 있지 않다. 프랙탈의 또 하나의 중요한 물리적인 의미는 그 축척대칭성(scaling symmetry)에 있다. 그림 0.6은 그림 0.5의 오른쪽 아래 1/4을 잘라서 길이를 2 배로 확대하여 얻은 그림이다. 이 두 그림을 비교해 보면 육안에 의한 관찰만으로는 어떤 것이 어떤 것인지 구별하기가 힘들 것이다. 즉 그림 0.5는 임계점 근처에서 평형상태라고 믿어지는 순간의 스핀 분포로 부터 얻은 그림이다.  따라서 평형상태에 가까운 가능한 많은 스핀 분포를 얻어서 평균하여 보면 위에서 설명한 축척대칭성을 좀 더 잘 만족할 것이 예상된다. 이러한 사실들을 종합해 볼 때 축척대칭성과 분수차원이라는 특성을 갖는 프랙탈은 Ising 모형의 spanning 클러스터 뿐 만 아니라 물리학의 현상 중 상당히 많은 곳에서 관찰할 수 있으리라고 사료된다. 이 논저의 목표는 이러한 프랙탈의 성질을 통계역학이나 응집물질 물리학에서 무질서계라고 명명할 수 있는 계들에서 찾아보고, 이 성질을 이용하여 연구할 수 있는 무질서 물리학을 서술해 보고자 하는데 있다고 하겠다. 
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� EMBED Equation.3  ���





그림 0.3 : � EMBED Equation.3  ��� 크기의 정방형 격자에서의 기하학적 Ising 클러스터들





그림 0.4:그림 0.3에 대응하는 물리학적 클러스터. 이웃하는 동일한 스핀들이 연결될 확률을 (0.46) 식과 같이 둠





그림 0.1:정방형 격자 스핀계를 1:3으로 축척하는 경우의 개략도








그림 0.2: 임계점에서의 Ising 모형의 스핀 분포. 격자의 크기는 � EMBED Equation.3  ���으로 격자점의 스핀이 +1인 경우 점으로 표시하고, 스핀이 –1인 격자점은 아무 표시도 하지 않았음 





 그림 0.6 : 그림 0.5를 4 개로 분할하여 그 중 하나를 4 배로 확대한 그림.








 그림 0.5: 임계점 근처에서 spanning Ising 클러스터 
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